Arbre ordinaire : A = (N,P) / \

1
-N ensemble des nceuds :J%
7

- P_relation binaire « parent de » 4
-rl Nlaracine / X J
S 8

" x1 N $un seul chemin de r vers x / \

r=y, Py, Py,.. P y=x

P rn'apas de parent
P " xI N-{r} xaexactementun parent
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Etiquette : N® E / \+
N
\

/
a \
Arbre syntaxique, c + a b
F arbre d’exécution / \
T a b
F.
$ Arbre d’analyse,
T\T\ pour une grammaire

(a +b) / (c (a+ b)+a b)
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UMLVE

Arbre de décision

T \\\\\

£3? £7?
RN PN
£27 £47 £6? £87

/N /N /N /N

£1? =37 =47 =57 =67 =7? =8? =97
/\

=1? =27
123 |4 5 6 7 8 9

153

Arbre quartique UMLVE

si image toute noire . —> ¢

si image toute blanche D > o

sinon i [N //\\
a3 [1] [2] [s] [4]

o éqkb‘QL /A\

O eee0

N\,

A
4
e
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[ Arbres lexicographiques ] UMLVA

Arcs (A) ={(x,y) / x parentdey }
Etiquette : Arcs (A) ® E

155

I . I . UMLVa

o
racine

A /ﬁ‘\ 4« nceud interne

hauteur

o -,-::_':_'jj5_ 6 7 niveau 2
BN
v branche 9 10« noeud externe
2,3,4 enfantsdel
3,4 fréres de 2
1,3,7 ancétresde?7
7,9,10 descendants de 7
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Définitions récursives UMLVa

Arbre A :{ L arbre vide ou
r, A, ...A}) rélément, A, ..., A, arbres

Neeuds (A) ={r}E (E Nceuds (A))
unions disjointes

Arbre planaire A= | L  arbre vide ou
A, A)

Condition analogue
ANA
2 3 3 2
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A arbre X nceud de A
niveau,(x) = distance de x a la racine

niveau,(x) = { 0 si X =racine(A)
1 + niveau (parent (x) ) sinon
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Hauteurs

A arbre X nceud de A

h,(X) = distance de x a son plus lointain descendant
qui est un nceud externe

ha(X) = { 0 si X nceud externe
1+ max {h,(e) | e enfant de x } sinon
h(A) = h,(racine(A))

wWwN kO
ol

bMLVﬁ
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A arbre x nceud de A

Arbre,(x) = sous-arbre de A qui a racine x
ha(X) = h( Arbre,(x))
A = Arbre ,( racine(A) )

Arbre, (2) C 5
Arbre, (7) Tl
Arbre, (8) -l _ -
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Parcours UMLVE

Fonction : arbre  ® liste de ses nceuds
arbre vide ® liste vide

Utile pour | 'exploration des arbres

Deux types :
parcours en profondeur
prefixe, suffixe, symétrique
parcours branche apres branche
parcours en largeur ou hiérarchique
parcours niveau apres niveau

161

Arbre nonvide A =(r, A, A, ..., A)

Parcours préfixe

P(A) = ().PA). ... .PAY) 1,2,5,6,3,7,9,10,4,8)
Parcours suffixe
S(A) =S(A). ... .S(A)-(n (5,6,2,9,10,7,3,8,4,1)

Parcours symeétrique (ou interne)
[(A) = I(A).(N.1A). ... I(A) (5,2,6,1,9,7,10, 3, 8,4)

162



Expressions arithmétiques ] ULva |

"
Arbre syntaxique de a! + % !/ \/
AY

a
/\

b c

Parcours préfixe

+lal/l-bcd
Parcours suffixe

albc-d/+
Parcours symétrique (priorités et parenthéses)

@h+(b-c)/d)

163

1

B ,/".7 ‘\'\ \8 /

K

‘\g/, \10/'

Parcours préfixe = premiere rencontre
(1,2,5,6,3,7,9, 10, 4, 8)

derniére rencontre
(5,6,2,9,10,7,3,8,4,1)

Parcours Symeétrique = deuxieme rencontre

Parcours Suffixe

(5,2,6,1,9,7, 10, 3,8, 4)
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Parcours en largeur ] UMLVE
2/" .
7\ i 'lz

VAN
Arbre non vide A = (r, A, A, ..., A) 9 10

Parcours hiérarchique

H(A) = (1, Xq, -ovy Xjy Xigqs - Xjs Xjr1s -+os Xp)

noceuds de niveau O, 1, 2, ...

1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10)
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I, ,lg a aFIQ ra UMLEVE
Ensemble

Arbres planaires de nceuds étiquetés

Opérations
Arbre-vide : ® arbre
Racine : arbre ® nceud
Enfants : arbre ® liste d'arbres
Cons : nceud x liste d'arbres ® arbre
Vide : arbre ® booléen
Elt: nceud ® élément

Axiomes principaux
Racine(A) et Enfants(A) définis ssi A non vide
Racine (Cons(r, L)) =r
Enfants(Cons(r, L)) =L
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, . UMLVE
[ Implémentation ]

Représentation de la relation P \4
table des parents /2\ i ll
5 6 7 8
Avantages / \
représentation simple 5 10

parcours faciles vers la racine
économique en mémoire
Inconvénients
acces difficiles aux nceuds
depuis la racine [ [afa]e]2]2]s] 4 7[7]
123456 7 8910

table des parents P

167

hmplemen&aﬂo;»@u@ omva
Représentation des listes de sous-arbres /:i] \

par chainage

Avantages
acces faciles depuis la racine
correspond a la définition récursive
Inconvénients

"/
9
parcours difficiles vers la racine
relativement gourmand en mémoire
Deux types de pointeurs m

Arbre souvent identifié a | 'adresse de
sa racine (comme pour un tableau en C) m v A
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Fonction Préfixe ] UMLVa

fonction Préfixe (A arbre) : liste de nceuds ;

début
si A = arbre vide alors retour (suite vide)
sinon {
L - (Racine (A));
pour B = premier au dernier élément de Enfants(A) faire
L = L. Préfixe(B);
retour (L);
}
fin

Temps d 'exécution : O(n)
sur un arbre a n nceuds représenté par pointeurs
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Eglq GtIQIC] S”ﬁl;;e UMLVE

fonction Suffixe (A arbre) : liste de nceuds ;

début
si A = arbre vide alors retour (suite vide)
sinon {
L~ O);
pour B = premier au dernier élément de Enfants(A) faire
L - L. Suffixe(B) ;
L = L.(racine(hA));
retour (L) ;
}
fin

Temps d 'exécution : O(n)
sur un arbre a n nceuds représenté par pointeurs
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Fonction Préfixe itérative umLVE

fonction Préfixe (A arbre) : liste de nceuds ;
début
L= (O);
Pile = Empiler( Pile-vide, A) ;
tant que non Vide( Pile ) faire {
A - sommet ( Pile); Pile = Dépiler (Pile);
si A’non vide alors {
L - L.(racine(A));
pour B = dernier au premier élément de Enfants(A’) faire
Pile = Empiler ( Pile, B);
}
}

retour (L) ;
fin

Temps d’exécution O(n) comme version récursive
si, en plus, bonne implémentation de la pile
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\
/

2

7
5

o
oo==

son]met

e {a2ddd = i

ListeL=(1, 2,5, 6, .

@\\
s
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Fonction Niveaux UMLVZ

fonction Niveaux (A arbre) : liste de nceuds ;
début
L= ()
File = Enfiler( File-vide, A) ;
tant que non Vide( File) faire {
A - téte(File); File = Enlever (File);
si A'non vide alors {
L - L.(racine(A));
pour B = premier au dernier élément de Enfants(A’) faire
File = Ajouter (File, B) ;
}
}

retour (L) ;
fin

Temps d’exécution O(n) si bonne implémentation de la file
pas de version récursive
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téte 7
r 5 6 /7§

File1/7/(;4'36 < o0

ListeL=(1, 2, .
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| Arbres k-aires ] MLV |

Arbre k-aire ; tout nceud posséde k sous-arbres (vides ou non), k fixé

A= { L  arbrevide ou
r, A, ..., A) rélément, A,, ..., A, arbres k-aires

Neeuds (A) ={r}E (E Neceuds (A,))
unions disjointes

Arbre k-aire complet: tout nceud interne posséde k enfants

/n\4 /ﬂ\
ZNC/NC /N AN N /0N
/I\ /ﬁ\ /l\ /F\ 5 116 12/1\1\3 14 8 15

/?\ )& 9,6 10

175

Arbre binaire : tout nceud posséde deux sous-arbres (vides ou non)
A= { L arbre vide ou
(r,G,D) r élément, G, D arbres binaires
Neceuds (A) = {r} E Neceuds (G) E Neeuds (D)
unions disjointes

Arbre binaire complet ; tout nceud interne posséde deux enfants

Z S Z SO
/N A\ /\ ,/5\ 12 13

7 8 11

/A /N

9 10

176



[ Type arbre binaire | MLV |

Ensemble
Arbres binaires étiquetés

Opérations
Arbre-vide : ® arbre
Racine : arbre ® neceud
Gauche, Droit : arbre ® arbre
Cons : nceud x arbre x arbre ® arbre
Elt: noeud ® élément
Vide : arbre ® booléen

Implémentations par pointeurs ou curseurs

Elt

gl/ 1 A\ d
¥ N

Gauche Droit

177

T v ]
= =

N 1

5 6/& 8 5 6/_

LL 2|6 / Lien premier enfant

/ — " Lien frére droit

EE IT|°I—,

[&eb

~

N\

(o]

Un seul type de pointeur
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| Arbres feuillus ] umLVa

Arbre binaire feuillus (complets) : deux types de nceuds, internes ou feuilles
-- tout nceud interne possede deux enfants ;
-- toute feuille est un nceud externe.

A= () f de type feuille
(r,G,D) rdetypeinterne, G, D arbre binaires feuillus
Neceuds (A) = {r} E Neceuds (G) E Neeuds (D ) unions disjointes

2/\3
RN /\

Nceuds internes : 1, 2, 3,4, 5, 6
12 13

4 5
Feuilles: 7, 8,9, 10,11, 12, 13 7/ \8 '/ \11
6
/\
9 10
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[Iaiuede&a;bpesieuulusj omva

Arbre feuillu : nombre de feuilles = nombre de nceuds internes + 1
Récurrence sur le nombre de noeuds de | 'arbre A :
- si un seul nceud, ¢ 'est une feuille ; propriété satisfaite.
- sinon, il existe un nceud interne dont les enfants sont des feuilles,
i.e. un sous-arbre (x, g, d) ou g, d sont des feuilles.
Soit B obtenu de A en remplacant (x, g, d) par une feuille f.
B est un arbre feuillu de plus petite taille ; par récurrence | 'égalité

est satisfaite sur B ; donc aussi sur A qui posséde un nceud interne
et une feuille de plus. CQFD.

Arbre feuillu : 2.m + 1 nceuds
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Mesures des arbres binaires l UMLVa

Arbre binaire, hauteur h et n nceuds
Arbre plein

2 nceuds au niveau i
n=2mt-1

Arbre filiforme

1 noceud par niveau
n=h+1 /7
Arbre binaire

h+1 £n £ 2M-1
log,(n+1)-1 £h £n-1

181

o =

Arbres binaires an nceuds «  arbres binaires complets a 2.n+1 nceuds
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| Autre bijection | UMLVa

Arbres planaires an+1 nceuds « arbres binaires a n noeuds

/ﬁ\4 /2\
AN NAN

6 9/7\10 6 /7 /4
/% NI

4
|] 10
8

L 7
binarisation
redressement

183

C,, = nombre d'arbres binaires complets a n feuilles

CO=O, C1=1
n-1
C=34CC . n32
n . I N-1
=1
Série génératrice : s(t)=é_ Cnt“ i feuilles n-i feuilles
n31l
st)=s(t)’ +t b s(t) =Y “;"“

A7 =4 (14 Y2 (]/2—1)r.].;(112—n+1)
mnmo H

b C = 1 a?,n-li:)_':(Zn— 2)!

nombres de catalan

" on-1 n_~_n(n-1!
CT ) AN 7
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[ Compression ] oHva

texte source t
texte z code C

nombres d’Ojcurrences des lettres

texte t

Calcul d'un code

textet code C

texte compressé z

185

Lc,edes-ppéﬁx%—] omva

ci {01y
C code préfixe ssiu,vi Cetupréfixedevb u=v

aucun mot de C n’est un préfixe d 'un autre mot de C

{00,01,10,11} {0,10,11}
abocd aboc
code ASCII 0*1

décodage unique et séquentiel dex T C* (avec C = 0*1)

001]1/00001(01]1|1]001] ...
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{00,01,10,11}
abecd

{0,10,11}
abc

0*1

Code préfixe

mot du code

Bijection ]

KN

'/
7/

Arbre binaire

nceud externe

187

P

Codage des caracteres en fonction de leur fréquence
t=abracadabra

5fois 0

2fois 100 a
1fois 110

1fois 111

2fois 101

00 0o

r c d

b
Texte codé

z=010010101100111201001010
23 bits (si on ne compte pas le code) contre 11 x 8 en ASCII

Décodage
0/100|101|0|110]0f2111|0]|100|101]0]|
a b r a ¢ a d a b r a
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[ Arbres pondérés ] UMLVE

t texte initial, z texte compressé o
p(a) = nombre d’occurrences de a dans t ‘ z‘ =a.pmp (a)_‘h (a)

h(a) = mot du code associé aa a A

Probléme :

connaissant p:A ® N -{0}

calculerh: A ® {0,1}telque -h(A)estun code préfixe et
- S p(a).Jh(a)] minimal

Probléme équivalent :

déterminer un A arbre binaire feuillu (complet) dont les feuilles sont les
lettres de A, avec p : Feuilles(A) ® N - {0}, tel que

Poids(A) = S p(f).niveau(f) est minimal
ffeuille de A
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LALbF%&d%HuﬁmanJ omva

Arbre pondéré :

A arbre binaire feuillu (complet) dont les feuilles sont les lettres de A
p : Feuilles(A) ® N - {0}

Poids(A) = S p(H).niveau()
ffeuille de A

A arbre de Huffman (pour p) si Poids(A) minimal

g Poids(A) = longueur du texte compressé =
(/\ 5x1+2x3+2x3+1x3+1x3=23
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| Exemple (suite) | UMLVa

Trois arbres de Huffman (Poids = 23)

Poids = 28 Poids = 25

! AN /\/\

191

UMEVE
A arbre pondéré pourp: A ® N -{0}; A = Feuilles(A)
1 - A arbre de Huffman b A arbre binaire complet
2 - A arbre de Huffmanet card A>1 f E
Alors, a une permutation des feuilles prés,
A posséde un sous-arbre (x, f, g) ou f, g sont des feuilles K\
telles que p(f), p(g) minimaux f g

soit g : Feuilles(B) ® N - {0} définie par
aty) = p(f) + p(9)

q(u)=p(u) pouruty . y
Alors, A arbre de Huffman pour p ssi B arbre de Huffman pour q

3 - Soit B obtenu de A en y remplagant (x, f, g) par la feuilley ; A

Preuve : car Poids(A) = Poids(B) + p(f) + p(g)
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Algorithme de Huffman UMLVE

p:A® N -{0}

arbre élémentaire X, = (x,), pour chaque letreal A

fonction Huffman (alphabet A, fonction p)
début
L - (Xa | al A) ;
tantque |L|>1 faire{
B, C - arbres de L avec p(B), p(C) minimaux ;
Y = (nhouveau-nceud, B, C); p(Y)- p(@B)+pC);
remplacer BetC dansL parY ;

}
retour l'unique arbre de L ;
fin
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a 5\ a 0

1
b 2 T~
b 100
/4\ /
' 2 3 r 101
[ 1\ / 110
2 ¢
1

d 111

Arbre de Huffman Code de Huffman
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[ Implémentation UMLVA

Table de taille 2.card A-1

Calcul : tri en temps O(card A x log card A)
construction de | 'arbre en O(card A)
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