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Introduction

A. Tisseramd { INRIA LIP Arenaire { Arithmetique desordinateurs 3/76

Plan de I'expose

E Introduction

E Arithmetique ottante
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L'arithmetique chez les Babyloniens

Utilisation d'un sygeme de postion (le premieg de I'histoire) en base 60 avec
leschi res suivarns (et la baseauxiliaire 10) :

‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ‘
IMTMFFHETE
Exemple de codage :

‘<<<W<<V§?‘ = 33 60+ 24= 2004

Syseme de positionenbase surn chires (pour Qesentiersnaturels) :
X .

X = Xn 1Xn 2 XiXo = xj !

i=0
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Le boulier chinois : ecriture de 2647

SEEEEE

La premiere illustration connued'un boulier chinoisdansun livre date de 1175.
Il exige desdispositifs proches (tablettes avec des rainures sur legjuelles on
deplece des petits cailloux) depuis bien plus longtemps.

Il exige desconcoursde rapidite de calcul sur deshouliers.Le japonais Yoshio
Kogima a ee ctue corectement 50 divisiors, avec des operandes de 5 a 7
chires, en1 min 18 s et 4 centiemes sur un boulier japonais (saoban) !

A. Tisseramd { INRIA LIP Arenaire { Arithmetique desordinateurs 7176

Le boulier chinois : position de repos (0)

S
O N
S o
S & & &
$

S o O & ¢
o S o & & »
O Q < N ) Q O )
S S S S S RS S

gEEEeEEscel

Les colonnesrepresentent les unites, les dizaines, les centaines, les mil-
liers,.. . dela droite versla gauche

Les boulessont activees lorsquelles sont au plus proche de la barre du
milieu, et desactveessinon (0 eg doncrepesente ci-dessus)

Les boules situees au dessus de la barre horizontde du milieu sont
multiplieespar 5 (celles de desouspar 1).
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Le boulier chinois : 2647+1362
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Arithm etique des ordinateurs

Etude et conceptionde\ moyens' pour e e ctuerlescalculs de base enmachine.

unites de calcul materielles :

| additionneur/soustracteur, multiplieur, divisaur, . . .

| unites ottantes

| operaeurs sped g ues (ex : Itres pour traitement du signd)

support logidel pour les calculs de base:

I bibliothequesmathematiques de base(libm)

I bibliothequesde fonctions elementaires (sin; cos exp; log; : : :)
| bibliothequesmulti-precison

I bibliothequesd'arithmetique d'intervalle

validation de la qualite numerique :
| test et/ou preuvede la precisionde calculs
| preuvedu bon comportement des operatiors (depassenents, . . .)
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Arithm etique des ordinateurs (suite)

Liensavec:

architecture des ordinateurs
micro-electronique

outils CAO de circuits
algorithmes numeriques
calcul formel

optimisation globale
theaie des nombres

preuvesformelles
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Arithm etique des ordinateurs (suite)

Lestrois aspects fondamentawx de I'arithmetique desordinateurs:

Sysemesde representationdes nombres :
entier, virgule xe, virgule ott ante, redondnt, grande base syseme
logaithmique, systeme modulaire, caps nis. . .

Algarithmesde calcul :

addition{soustraction, multiplication, division,PGCD, racinecarree fonc
tiOBS, elementaires (sin;cosexp;log:::), operateurs compostes (ex :
1= (x?+ y?)), operateurssped q ues (FIR, DCT, crypto), algorithmes
numeriques, preuvesde progranmes. . .

Matrise lesimplantations :

cibleslogicidles et materielles, sugport arithmetique dansles langages de
programmation, validation, test, optimisation des perfamances (vites®,
memoire, surface de circuit, tempsreel, consommationd'energie).. .
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Arithm etique des ordinateurs (suite)

Exemplesde sujets de recherchedans I'equipe/p rojet Arenaire :

bibliothequede fonctions elementaires avec arrondi correct
bibliothequed'arithmetique d'intervalle en multi-predsion
bibliothequepour le support ottan t dansles proceseurs entiers
operaeurs de cryptographie pour circuits FPGA

unites ottantes et logaiithmiquespour circuits FPGA

operaeurs arithmetiques materielsa basseconsommationd'energie
arithmetique corps ni s pour bibliotheque d'algelre lineaire
preuvesautomatiques d'operatiors arithmetiques
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Systeme logarithmique

Un nombre est represent par sonsigne et le logaithme de sa valeurabsolue
eqit envirgue xe (le nombre O doit etre represente par un codage spedal).

Lesoperations dars ce systeme s'e eduent en utilisart :

log,(a b) = log,a+ log,b

log,(a b = log,a log,b

log(a b) = log,a+ logy(1 20920 10923
log,(a) = g log,a

ou lesfonctions log,(1 + 2¥) etlog,(1 2*) sonttabuleesou approchees

Applications en traitement du signd et en contrdle numerique. Il y avat méme
un projet europeen pour concevoir un proceseur avecdes unitesde calcul 32
bits en sygeme logaithmique.
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Suite de J.-M. Mull er

100 {*\
8 50
2 uw o= 2 e ol |
S u; = 4 50 \I
- _ 1130 3000
Upsp = 111 u + UnUp 1 -100
0 5 10 15 20
n
[n] un programme C [ n | U, programme C
0 2.000000000000000| 9 2.91358995437622
1 | -4.000000000000000Q| 10 | -111.70979309082031
2 | 18.500000000000000 11 111.89823913574218
3 9.378377914428711] 12 100.66154479980468
4 7.801147460937500| 13 100.04060363769531
5 7.154346466064453| 14 100.00249481201171
6 6.805830478668213| 15 100.00015258789062
7 6.578579425811768| 16 100.00000762939453
8 6.235515594482422| 17 100.00000000000000

Et pourtant, (uy) convege theaiquement vers 6!
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Besoins dans les processeurs/architectur es evolues

Operaeurs arithmetiques capablesde fonctionner a de hautesfrequences

Operaeurs arithmetiquesa basse consommationd'energiepour les appli-
cationsembarquess et les appareils portables

Prende en compte les nouvdles contraintestechnologigues

Ajout de nouwveles fonctionnalites de calcul, exanple : FMA (fused
multiply and add), operaeurs de cryptographie, unitesgraphiques

Suets de rechercheactuels sur les operateurs arithmetiquesmateriels :
I nowedlesfonctionndites

I basseconsonmation d'enegie

| operaeurs recon gurables

| operaeurs pour la cryptographie/signature

[
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Exemple de Shampine et Watts (1/2)

On cherche la solutionde I'equaion di erentielle suvante :

f4x)
f(0)

10(f (x)  x?)
0:02

Reolution numerique par la methode de RungeKutta d'ordre 4 (et 100000
points) sur un PentiumlV :

valeur
f(x) | prg. C(oat) [ prg. C (dowble) [ exacte
) 1.07524 122 1.22
f(2) 1018.31 442| 4.42
f(3) | -1.4026e+07 9.66711| 9.62
f(4) 4.97446e+11 -250.367| 16.82
f(5) || -1.91225e+14 1.45778e+07| 26.02
f(6) || -7.33462e+19| -1.22707e+11| 37.22
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Exemple de Shampine et Watts (2/2)

La soluion de

fqx) = 10(f (x) x?)
f(0) = 0:02
ed
f(x) = %+ %x+ x?
Cellede
fqx) = 10(f (x) x2?)
f0) = ¢
ed

1 1 1
f(X)= —+ =x+ X%+ —)el%x
(X) 0 5x X (c 50)e

La soluion depend donc tresfortement des conditions initiales.

A. Tisserar { INRIA LIP Arenaire { Arithmetique desordinateurs 17176

Maple : bug de la factorielle (version 7)

Entree:

> 1001!/1000!,1002!/1000!,1002!/1001!,1003!/1000!,1003!/1001!,1003!/1002!;

1, 1, 1,1, 1,1

Comportement corrige :
> 1001!/1000!,1002!/1000!,1002!/1001!,1003!/1000!,1003!/1001!,1003!/1002!;

1001, 1003002, 1002, 1006011006, 1005006, 1003

Il'y a une erreur dans le code de la fonction factarielle de la version7 de Maple
(il y des correctifs possiblegpour cette version).

Souce: Maple User Group Answers
(http://www-  math.math.rwth- aachen.de/MapleAnswers/ )
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Maple : BUG # 1542

Bug presnt sur la version \ Maple 6.01, IBM INTEL NT, Jun 9 2000
Build ID 79514

entree resultat Maple valeurtheorique
1=21474836480;| Error, division by zero | 1=21474836480
214748364810; 10 214748364810
2147483648234, 1:234 2147483648234
2147483648; 2147483648 2147483648

Cause: probleme dans la lecture des nomlresentiers (intege parsing : petits
entiers avecun format du processeuret grands entiersavec un format interne,
erreurdans le mode de seledion du format.

Souce: http://maple.bug- list.org/
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Petits problemes numeriques : un polynébme rebelle ?

Avec un petit programme C, calculors desvaleurs ( oat) de p(x) ci-dessous
pour X entre 0:988 et 1:012, et tracons la courbe correpondante.

p(x) = x7 xS+ 21x5 35x*+ 35x3  21x2+ 7x 1

3e-14

2e-14

le-14

-le-14

-2e-14 ,f
-3e-14

099 099 1 1.005 1.01
X
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Augmenter la precision : une strategie ab le? Petits problemes numeriques : 1, = nl, 1 % (1/4)

_ R
Exemple de S. Rump : Probleme : approcher numeriquement | , = olx”e *dx pour n = 50.
a Methode : utiliser la recurrencel, = nl,, 1 Laveclp=1 32
f(a;b) = 333750° + a®(11a°® ©° 121 2)+ 5:50° + -
2b [ n] programme C | valeurexacte |
1 0.2642411177 0.26424111765711535680895245
2 0.1606027941] 0.16060279414278839202238114
Su un ordinateur IBM 370.0n a - 3 0.1139289413 0.11392894125692285447161967
' 4 0.08783632386 0.08783632385624909629095493
precison H valeurcalcuke 5 0.07130217811 0.07130217810980315985925092
ol 1172603 6 0.05993362749 0.05993362748737663755998179
Simple : 7 0.05165595124 0.05165595124019414132434878
douwble | 1.1726039400531 8 0.04536816875 0.04536816875011080899926653
etendue | 1.172603940053178 9 0.04043407757 0.04043407757955495939787503
10 0.0364613345 0.03646133462410727238322656
20 -82.17689174) 0.01835046769725620632614475
Mais ces resukats tres proches sont totalement faux! La bonne valeur ed 30 || -8.961529476e+15 0.01224950295785890695334039
40 || -2.756557975e+31| 0.00919138801539721301175301
-0.827 4682136814116.
0.827396059946821368 @ 50 || -1.027535737e+48| 0.00735470679580018886393671
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Petits problemes numeriques : I, = nl, 1 £ (2/4) Petits problemes numeriques : I, = nl, 1 £ (3/4)
En integrart par patties|,, ona:
z 1
Iy = x"e Xdx Quedion : pourguoi un tel comportement numerique ?
0
z 1
= [X"( e Mg nx" (e ¥)dx . .
Reponse : en pasant de |, 1 a I, 'erreur numerique (accumulation des
1 1 N1« erreursde representation et des premiers calculs)eg multipliee par n. L'erreur
=(e 0)+n o X" "e Tdx numerigue sur |'evalwation de I, croit donccomme n!.
= —+nly
Rq: 50!= 30414093201713378043612608166064768844377641568960512000000
Rappel : Z Z

En transformant un peu la methode, on a. . .
f ) g(x)dx = f (x)g(x) f (x)gqx)dx
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Petits problemes numeriques: I, = nl, 1
In+3

Reaurrenceretrograde: I, 1= =2

Gain : en partant de |, l'erreur sur |, sea proportionnellea

50!
pt-

L]

Ip=05]

Ip= 1.0 |

Ip = 123450 |

60
59
58
57
56
55
54
53
52
51
50

0.5
0.01446465735
0.00648040845

0.006454480166
0.006567261778
0.006686548267
0.006810290717
0.006938698739
0.007072040376
0.007210605414
0.007354706796

1
0.02279799069
0.006621651387
0.006456915389
0.006567304501
0.00668654903
0.006810290731
0.006938698739
0.007072040376
0.007210605414
0.007354706796

12345
205.7561313
3.493627301

0.06657770245
0.007622055151
0.006705383863
0.006810633187
0.006938705081
0.007072040495
0.007210605417
0.00735470679¢

Rappel : valeurexacte 0:00735470679580018886393671
Souce: J.-M. Muller
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Autres references

L (414)

en connaissantl , avecp >> n.
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Livre de G. Gutel : Histoire compaee desnumerations eaites Flamma-
rion, 1975

Livre de G. Ifrah : Histoire universelle des chi res, Robert Lafond, 1994

Livre collectif : Cdcul et arithmetique des ordinateurs (Traite IC2), Hermes
Sciencs, 2004 (a pardtre)

Livre collectif : Qudite desCadeculs sur Ordinateur, Masson,1997

Numero special cdlectif de la revue Reealx et systemesrepartis, calcu-
lateurs paralleles sur I'arithmetique desordinateurs, Hermes 2001

Document de JeanVuillemin : LesLangages Numeriques,
http://www.di.ens.fr/~jy/HomePag e/pdf/langnum.pdf

Un site web sur lesbouliers:

http://www.ee.ryerson.ca:8080/~e Iffabacus/history.html
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Pour en savorir plus. . .

Digital Arithmetic
Milos Ercegovacet TomasLang

2003
Morgan Kaufmam
ISBN : 1{55860{798{6

Digital Arithmetic

1989
Masson

A. Tisseranl { INRIA LIP Arenaire { Arithmetique desordinateurs

Partie 2

Arithmetique ottante
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Arithm etique des ordinateurs
Jean{Michel Muller

ISBN : 2{225{81689{1
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Points abordes dans cette partie

Problemeshistariques
Repesntation des nomhres
Comportement desoperations
Proprietesdes nombres ott ants
Problemesde precision

Exemples
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Au debut etait le chaos. . .

Les representations ottantes etaient pendant longtenps tres di erentesles
unes des autres selonles consructeurs de processairs.

| machine | [ n ]| enn | nax ]|
Cray 1 2 | 48 8192| 8191
2 |96 8192 | 8191
DEC VAX 2 |53 1023 | 1023
2 | 56 127 | 127

HP 28 et 48G| 10| 12 499 | 499

IBM 3090 | 16| 6 64 63
16| 14 64 63
16| 28 64 63

Probleme : il n'etait pas possible de faire raisonnablement des programmes et
deshibliotheques numeriquesportables!
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Representation ottante

Un nombre X eg repreente envirgule ott ante de base par :
sonsignesy (codage surun bit : 0 pour x postif et 1 pour x negatif)
sonexposantey, un entier de k chi res compris entre enin €t €max
samantissemy den+ 1 chires

tels que

x= (> me &
avec

My = Xg : X1 X2 X3 Xn
oux;2f0;1;:::; 1g.

Pour desquegions de precision,on exige que la mantisse soit normaliseg c'est-
a-dire que son premier chire Xq soitdi erent de0. Onaalorsmy 2 [1; [. |l
faut alars un codage special pour le hombre 0.
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Aut res exemples de problemes

IBM Sysem/370 en FORTRAN on avait P 4=2
Su certainesmachinesCDC et Cray on avait :
X+y6y+x

05 x6 x=2.0

Avec ca, comment ecrire des programmes numeriqguement correds de facon
simple?

A I'epoque, les congtructeurs ne s'interesgnt qu'aux formats de stockage des
donneses et pas beaucoup aux proprietesmathematiquesdesunites de calcul. . .
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Revolution de 1985 : la norme |IEEE-754

Apres de nombreuses annees de traval, une norme xe la representation des
domess et le comportement desoperations de base en virgule ottan te.

Cette norme xe :
lesformats desdonrees
lesvaleus spedales
lesmodesd'arrondi
la precison desoperations de base
lesreglesde convesion

En fait, il y a deuxnormes! :
ANSVIEEE Standad for Binary Floating-Foint Arithmetic en 1985
ANSVIEEE Standad for Radix-IndependentFloating-Point Arithmetic en
1987(ou = 2 0ul0)

1ANSI : American National Standards Institute, IEEE : Ingtitute of Eledrical and Eledronics Enginees
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IEEE-754 : formats de base

Enbase = 2, la normalisationde la mantisse implique que le premier bit eg
toujoursun\ 1" qui n'est pas stocke phydquemnent, on parle de 1 implicite.

nomlre de bits
format total [ signe| exposant| mantisse
double precision || 64 1 11 52+ 1
simple precison | 32 1 8 23+ 1

double précision
simple précision

63 56 48 40 32 24 16 8 0
MSB position des bits LSB
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Objectifs de la norme IEEE-754

permettre de faire desprogramnes portables

rende les programmnes deterministes d'une machire a une autre
consever desproprietes mathematiques

permettre/imp oserl'arrond corred

permettre/imp oserdesconvesions ab les

faciliter la constriction de preuves

faciliter la gestiondesexceptions

faciliter les comparaisons (unicite de la representation sauf pour 0)
permettre un support pour I'arithmetique d'intervalle
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IEEE-754 : mantisse et fraction

La mantisse(normalisee) du nombre ottant x eg representee par n + 1 bits :

my = 1:i<1x2x3 {z Xn 1x?
f

X

ou lesx; sont des bits.

La patie fractionndre de my eg appeleefraction (de n bits) : fx. Onaalors:

my = 1+ fy

On a aussi :
1 my<?2
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IEEE-754 . exposant
L'exposant e, ed un entier signe de k bits tel que :

€min € €ma x
Di erentesrepresntationssontpossibles: complement a 2, signeet magnitude,
biaisee. C'ed la representation biaisee qui est choisie.

Ced permé de faire les comparaisons entre ottants dans l'ordre lexicogra
phique (sau pour le signesy) et de representer le nomire 0 avece, = f = 0.

L'exposant stocke phydquenent est I'exposantbiaise e, tel que:
e=¢€e+b

ou b ed le biais.
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IEEE-754 : zero

Le nombre zero eg code en mettant tous les bits de I'exposart et dela fraction
a 0 dans le mot machire. Le bit de signeenare \libre" permet d'avoir deux
represantations di erentes du nombrezero: 0O et +0.

Le fait que zero soit signe eg coherent avecle fait qu'il y ait deuxinnis
distincts. On a alors :

=+1 et

1
= 1
+0 0

La norme imposequele test 0= +0 retourre la vaeur vrai.

En simple predsion on a donc:

0| 1 00000000 00000000000000000000004
+0 || 0 00000000 0000000000000000000000(
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IEEE-754 : exposant (suite)

Lesexposants non biaisesemin 1 et enax + 1 (respedivement 0 et 2¢ 1 en
biaise) sont resevespour zero, lesdenamaliseset lesvaleurs spedales.

taille biais non-biaise biaise

format k b Emin ‘ €max | €min ‘ €ma x
SP 8 | 127 (=221 1) 126 | 127 | 1 | 254
DP 11 [ 1023 (=22 1 1) 1022| 1023| 1 2046

exposant exposant
réservé réservé
plage d'exposants utilisables ¢
@ o
< I~
g 127126 125 2 1 0 1 2 126 127 128 [J § 2
E | | | | | | | | | | | k]
T T T T T T T T T T T
o 0 1 2 125 126 127 128 129 253 254255
c oo o o o 9o r e Bk e o
= 8 :8 8 2 8 B & & 5 BB )
] g8 :8 8 5 B B 8 8 E BB 8
S S S P [ [ =1 =1 [ P = a
E g :8 B 5 B £ 8 8 s BB
8 R B 2 &6 £ 8 R 8B &R
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IEEE-754 : valeurs speciales

Lesinnis: 1 et+1
lIs sont codesen utilisant le plus grand exposant possible et une fraction
nulle. L'in n i estsigre.

€= €nax+ 1 et fy=0

Not a Number : NaN

Bermet de representer le resukat d'une operaion invalice telle que 0=0,
1ou0 1 .NaNed code en utilisant le plusgrand exposart possble

et une fraction non-nule. Les NaNse propagentdans les calculs.

€= €nax t 1 et fx60
En simple predsion on a donc:
1 1 11111111 00000000000000000000000
+1 | 0 11111111 00000000000000000000000
NaN| 0 11111111 0000000000000000000010@sr exerpie)
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IEEE-754 : nombres denormalises

L'objedif desnombresdenormalises eg d'uniformiser la repartition desnomlres
repesatablesautour de 0. En eet, le 1 implicite dans la mantisseimplique
guil n'y a pas de nomkre repreentable entre 0 et 2°mn alors qu'il y en a 2"
entre 28min gt 28min *1

[i |‘=======|=r~

dénormalisés

sans

avec

0000
T00°0
0700
1700
00T°0
T0T°0
0oTT’0
1710
000'T
T00'T
0T0'T
T10T
00T'T
T0TT
oTT'T
T
000'T
T00'T

Lesnombres denormalises s ecrivent (avec e, = 0) :

x=( 1)% (0fy) 20
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IEEE-754 : modes d'arrondis (suite)

nombres machine

I I N ® o | ‘ |
L L f I ‘ I

| vers +inf

| vers -inf

modes d'arrondi

|au plus pres
I

Propriete d'arrond correct : soient a et b deuxnombres machire, } une des
operaions(+; ; ; )et lemodedarrond choisi(parmiles4 modeslEEB.
Le resukat foumi lors du calcul de (a} b) doit étre (a} w b).

Le resultat retourne doit &tre cdui obtenu par un calcul avec une predsion
in nie, puis arrondi. On a la méme exigencepour la racinecaree.
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IEEE-754 : modes d'arrondis

Sia et bsontdeuxnomlresexactement representablesen machine(ou nombres
machine) alars le reaultat d'une operaion r = a} b n'est, en general, pas
represatable en machire. Il faut arrondr le resutat. Par example, en base

= 10, le nombre 1=3 n'est pas representable avec un nombre ni de chi res.

La norme propose 4 modes d'arrond :
arrond vers+ 1 (ou par exce9, note4 (x) : retournele plus petit nombre
machinesuperieur ou ega au reailtat exact x
arrond vers 1 (ou pa defaut), note r (x) : retourne le plus grand
nomtre machine inferieurou egal au resultat exact x
arrond vers 0, note Z (X) : retourne 4 (x) pour les nomkres negatifs et
r (x) pour les positifs
arrond au plus pres, note (x) : retourne le nombre machinele plus
proche du resultat exact x (celui dort la mantisse se termine par un 0
pour le milieu de nombres machire consecultifs, on parle d'arrondi pair)
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IEEE-754 : modes d'arrondi en C

#include < stdio.h>
#include "util ieee.h"
#include <fenv.h> / gestion de |'environnement flottant /

int main () f
cfloat a, b, sup, sdown;

I a=2 2° 23) et b= 27 24) /

a.s.sig = 0; a.s.exp = 0+127; a.s.man = (2<<22) 1;
b.s.sig = 0; b.s.exp = 24+127; b.s.man = O0;
cfloat _print (" a",a); cfloat_print(" b" ,b);

fesetround (FEUPWARD); / passe en arrondi vers le haut /
sup.f = a.f + b.f;
cfloat _print (" (atb) rnd up",sup);

fesetround (FEDOWNWARD); / passe en arrondi vers le bas /
sdown.f = a.f + b.f;
cfloat _print (" (a+tb) rnd down" K sdown);

return 0; g
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IEEE-754 : modes d'arrondi en C (suite)

partie entiére partie fractionnaire

21012 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 ...

1111111111112111: @ L a

34567
T T
Pi1,0111111

(R e

et 901,011111111111111111111111000-00

A(a‘rb):lO0000000000000000000000 “““

V(a+b) ! l11111111111111111111111‘ L
(a+b) rnd up = 2.0000000000000000000000000000000000000000e+ 00
(atb) rnd up = 0 128( 1) 0
(a+b) rnd up = 0 128( 1) 1.00000000000000000000000
(a+b) rnd up = 0x40000000

1.9999998807907104492187500000000000000000 e+ 00
0 127( 0) 8388607

0 127( 0) 1.11111111111111111111111
OX3FFFFfff

(atb) rnd down
(atb) rnd down
(atb) rnd down
(atb) rnd down
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IEEE-754 : comparaisons

La norme impose que I'operation de compaaison soit exacteet ne geree pas
de depassenent de capacite.

Lescomparaisons normaliseessant :
egalite
superieur
inferieur
non-ordonne

Lors de ces compaaisonsle signede zero n'es pas pris en compte
Dans le cas de conmparaisons impliqguant un NaN la compaaisonretourne faux.

Sauf dars le cas de I'egalte : si x = NaNalors x = x retourne faux et x 6 x
retourre vrai.

2Cequi perme de tester si une valeures un NaN.
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IEEE-754 : conversions

Lesconversionsiormaliseessont :

ottant vers entier

entier vers ottant

ottant vers entier stocke dansun ottant
entre ottan ts de di erents formats
entre formats binaire et decimal

Proprietesdes doules conversionsmposespar la norme :

binairex ! dedmal X0y ! binaire X :

on retrouvele nomlre initial, c'est-a-dire X = X(2), S X(10) @ au moins 9
chires dedmaux pour x en simple predsion (17 en DP)

dedmaly ! binaireypy ! dedmal yqo :

on retrouve le nomlre initial, c'ed-a-dire y = Y10y, S’y a au plus 6
chi res decimauxet quey ;) ensimplepredsion ed convertieny; ) avec
6 chi res decimaux (15 en DP)
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IEEE-754 : drapeaux ou exceptions

La norme predse qu'aucun calcul ne doit entraver le bon fonctionnement de
la machine. Un mecarisme de drapeaux permd dinformer le sysemesur le
comportement des operations. La norme prewoit 5 drapeatx :

operdion invalide : le resultat par defaut est NaN

depassenent de capacite vers 1 (over ow) : leresultat est soit 1 soit
le plus grand nombre representable (en vaeur absolue)suivart le sigre
du resultat exactet du mode d'arrondi

depassenent de capacite vers0 (under ow) : le resultat estsoit 0 soit
un denormalise

divisionpar zero: le realltat est 1

resultat inexact : leve lorsque que le resultat d'une operdion n'est pas
exact

Cesdrapeaux, une foisleves le regent pendart tout le calcul jusgu‘a uneremise
a zero volontaire (sticky ags). lls peuventetre lus et eaits par l'utilisateur.
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IEEE-754 : dynamique de la representation

La dynamiqued'une representation est le rapport entre le plus grand nomtre
et le plus petit nombre representalles et strictement positifs.

envirgule xesur n bits, ona:

2" 1
1

Dfixe =
envirgule ottante (e surk bits et m surn + 1 bits), ona:

Muma x 2€max _ (2 21 n) 22k 11
Mmin  28min (21 ny 2 2 12

Dfiottant =

Pour 32bitsona: Diixe = 429 10° et D¢ |orrant = 2:43  10%.
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IEEE-754 : resume

[ I exposart [ fraction | valeur ]
normalises €min e €enax | I O (a:f) 2¢
denamalises e= emnin 1 f>0 (0:f)  28min
zero (sigre) €= €nin 1 f=0 0
innis €= €nax+ 1 f=0 1
Not a Number €= €nax + 1 f>0 NaN
format # bitstotal | k | n €min €ma x b
simple precison 32 8 | 23 126 | 127 | 127
double precision 64 11| 52 1022 | 1023 | 1023
valeur H simple precison \ double precision ‘

+ grand normalise > 0 || 3:40282347 10 | 1:7976931348623157 10°°
+ petit nomali > 0 | 1:17549435 10 % | 2:2250738585072014 10 308
+ grand denamalise > 0 || 1:17549421 10 %8 | 2:2250738585072009 10 308
+ petit denamalise > 0 || 1:40129846 10 “° | 4:9406564584124654 10 324
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IEEE-754 : autres formats

] format | taille totale | taille exposant]| taille mantisse
simple etendu 32 11 24
double etendu 64 15 43

double etendu PC 80 15 64
quad (Sun) 128 15 113

Dans les formats etendus, il n'y a pasde bit implicite pour la mantisse il doit
&tre stocke dans le mot machine.
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Exemple de representation simpli ee

représentation
flottante

. e=1 e=2 e=3 . (non IEEE)
-inf +inf  b—m——
| | | I I O O o S o A A I I | | | | .
| I I I A e e R L L L I I I 1 bit
14 -12 -10 -8-7-6-5-4-3-2-1012345678 10 12 14 exposant 3 bits
P T N i - )
ook b o o HN HN mantisse 3 bits
o B O KK O = o = . .
) . 0 ‘1 Pt ! fraction 2 bits
b b b b —
i i [ [E— .
+inf nombres
- } MH} —t } + } + } } } } } } } } représentables
0 1 2 3 4 5 6 7 8 10 12 14 valeurs
| e g = = spéciales
ook kO o i P
S r opro (=3 o [
nombres
e=-2 e=-1 e=0 dénormalisés
PR 4 4 4 4 | L L L ... .
— t t t i t t t | biais = 3
0 0.5 1 1.25 1.5 1.75 2
000 O +
001 e=-2
"o =) = [ [ i [ i . 010 e=-1
8 B 6 B 8 R B B 8 2 5 = 8 011 e=0
-4 1 e : : - 100 e=1
101 e=2
o o o o o o
0 > b i 0.25 o » = 0.5 0.625 0.75 0.875 1 110 e=3
D N o BN W
5 9 o R 9 & 111  réservé
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Question histoire

De quand date le premier ordinateur avecdes ottan ts ?
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Le Z3 : architecture et caracteristiques

(o]

Punched

address (lamps)  (keyboard) s
\178 ﬁm Input Reader
data_\ Q

22

Control
Unit

5.33 Hertz
\ﬁ instr.
data
Clock generator 22 Floating-point

Unit

Memory

I

\ | | reg 2 \
Taille 5m 2m 0.8m
Poids 1000kg
Frequence 5.33Hz
Techrologie | electrique a relais (num. : 600, mem. : 1400)
Consomnation 4000W
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Le Z3 : premier ordinateur avec des ottant s

Cree en 1941 par Konrad Zuse(1910{1995) a Berlin.

photographie de la versionremnstrute en 1961
Souce : http://www.epemag.com/zuse/
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Le Z3 : format des donnees et unite ott ante

Format ottant :
1 bit de signe
7 bits d'exposantreesnte en complement a deux
| exposanta-64 ! valeurO
I exposanta63 ! inni
14 bits de mantisse+ 1 bit implicite

Unite ottante :
addition/s oustraction en 3 cycles (0.6 sop)
multiplication en 16 cycles (3.0 Sop)
divisionen 18 cydes (3.4 s/op)
racine carree (temps variable)

Autres instructions: lecture clavier, ac hage,load, store.
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Processeur Intel 486 : caracteristiques Processeur Intel 486 : architecture

processeur 32 bits
coprocesselr arithmetique integre unité entiere unité flottante

commercialisation en 1989 ; : o
frequences: 50, 33 et 25 MHz | reaisires : i pile de registres |
nomlresde transistors : 1 200000 10 J o 2
techrologie: CMOS0.80u1.0 m UAL z 4 5~
surface: 81 mm? 1 o ADD 1
alimentation: 5V
boitier : 168 PGA | R - |
pipeline: 5 etages | L J L L
cachelLl: 8 KB (4w SA, WT) (105 Gl GaIIEES
UAL : 1
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Representations ott antes non-standard Altern ative aux ottan ts : la virgule xe
Dans bon nombre de proceseursDSP, on trouve un support materiel tres
Exemple du processeurDSP (digital signal proces®r) SHARC21160d'Analog e c ace (en vitesseet consomnation d'enagie) pour le calcul sur les reds a
Devices ou il y a plusieursformats ottan ts non-dgandard (et sailement un I'aide de multiples formats en virgule xe (16, 24 ou 32 bits).

compatible |IEEE-754 simpleprecision).
rrp p p ) iz15 214213212 211210 29 ZB 27 26 25 24 23 22 21 20

L L L L L L

;llu‘uuluHHHHHHHHHHl simple précision
: 0 51 52 3 54 55 46 57 58 59 510 511 512 513 514 515

(1,8,23) IEEE A e e M S S M S il
- | ‘ ‘ ‘ o fod ]
T T T[T T T TIIITITITT précision étendue 2 3 ok 6 6 7 e b bt 2 s 14 s e
2° 202" 2 202 2 2 2 222722 22
|||| (1,8,31) IEEE + 222222 2 222222
: : : : : : QlG‘SI N T T T T T Y B I
. . . . . . 8Q16
. . . D::IE] format court 427 25 25 ot 23 22 ot ZD st 2»2 2-3 4 55 2-5 57 2—8 2»9 2-10 s 2-12 2-13 514 515 2».15
: : : : : 1 (1411) IEEE
: : : : : : |SI L @ I
39 32 24 1 8 0 LA LA N L N L B B IR L B B B B |
MSB position des bits LSB 23 16 8
MSB position des bits LSB

Mais la qualite numerique et la portablilite sont moindresqu'en IEEE-754
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References sur les ottant s IEEE-754

Documentation de W. Kahan (le \p ere" de la norme)
http://www.cs.berkeley.edu/~wkah  an/ieee754status/

Documentation generale et saipts Java pour faire desconversions
http://babbage.cs.qc.edu/courses /cs341/IEEE- 754references.html

Versionweb de I'article de D. Goldberg dans ACM Computirg Surveys
http://docs.sun.com/source/806- 3568/ncg_goldberg.html

Documentation du Centre Charles Hermite (Nancy)
http://cch.loria.fr/documentatio n/IEEE754/
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Exemples de proprietes vraies en machine

L'addtion ottante etla multiplication ottante  sontcommutativesmais
pas asciatives (depassements de capacite par exanple). La multiplication
ottante n'es pas distributive par rapport a I'addition.

Si aucun depassenent de capacite vers I'in ni ou vers zero ne se produit
pendant les calculs, les proprietes suivantes sont veri ees avec des nomhkres
ottants et desoperdions ottan tes IEEE.

x 0= x 0= x
X 1= x 1= X p_ .
( x) 0 si x O
X 1 = X 1= X p__
( 0= 0
X = X X = 2X
05 x = x 2 = x=2
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Mul tiplication-additi on fusionnee (FMA)

Le FMA (pour fused multiply and add) existe depus de nombreuses annees
dansles DSP et arrive de plus en plus dansles processeirrs gererdistes. Cette

operation eectue le calcul suivant en une seuleinstruction (au lieu de 2 sans
unite FMA).

r=(a+b ¢

Pour le moment le comportement de cette operation n'est pas normalise en
IEEE-754. En pratique les processeirs gererdistes qui pos®de une unite FMA
retourrent le meilleur resultat possible: I'arrondi du reaultat theorique (arrondi
cared de(a+ b ¢)) en e ectuant un seularrondi.

Exemple d'utili sation : evaluation de polyndmes

P(X) = po+ (P1+ (P2 + (P3+ Pa X) X) X) X
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Exemples de proprietes vraies en machine (suite)

Gracea la norme IEEE, enl'absence de depassment de capacite (vers+1 ou
vers 0) et de divisionpar 0, avecx et y deuxnomtresmachineon a :

X
1 pP— 1
X2+ y2
méme apres 5 erreursd'arrondi.
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Probleme d'int egration numerique

R 4
A l'aide de la methode des rectangles, essayons de calculer | X en SP (le

resultattheaique est In(2)), et ce pour plusieursnombresde rectangles :

1

0.1 [\‘
/

0.01 \\ ‘\/
0.001 \\ /
0.0001 /

v

précision absolue du résultat

le-05

10 100 1000 10000 100000 1e+06 1le+07 1e+08
nombre de rectangles
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Phenomene de cancellation (ou eliminati on)

Seproduit lors de la soustractionde deux nomlrestres proches

partie entiére partie fractionnaire

210123456 7 8 91011121314151617 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 .
rrrrrrrrrrrrr1r1rrr1rr1r1r1r1r 1111

‘]110010010000111111011011I]]]‘Ha

— f1.10010010000110000000000j R
S’ 0000000000000001111 011 o1 1 [EEEEE
| EEETTTrTT—
T

L'operation (a b) ed \exacte" car lesoperardessont supposesexactes. Mais
si les operandes sont elles-mémes des resutats de calculs avec des erreurs
d'arrondi, les0 ajoutesa droite (partie rougefonce) sontfaux. La cancellaion
ed dite catastrophique quand il n'y a pregjue plus de chi re s signi c atifs.
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Precision et erreur d'arrondi

A chaquearrondi, il estpossble de perdre un peu de precison, on parle d'erreur
d'arrondi. M&me si une operaion isolee retourre le meilleur resultat posside
(I'arrondi du resutat exact), une suite de calculspeut condure a d'importantes
erreursdu fait du cumul des erreurs d'arrond.

Precison en nomtre de bits justes (pyits =  10g,(j€rrapsoluel)) :
a = 1:110000000= 1:75
a’ = 1:101111111= 1:748046875
ja a} = 0:000000001= 0:00193125
Phits = 9

Sia ed la vaeur exacte alors a° represente a avecun 1 bit faux (et pas 8).
Eneet,ja aJ=2 % ou2 °ed le poidsdu dernierbit de a.
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Phenomene d'absorption

Se produit lors de I'addition de deux nombres ayant des ordres de grandeur
tresdi erentsou I'on peut \p erdre" le plus petit.

partie entiére partie fractionnaire
210123456 7 8 91011121314151617 1819 2021 2223 242526272829 .
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
: ]1.10010010000111110001011 : I I I Sl a

+:   :::::::::::::100000001111 b
résultat :
oac 014 001001000011111 0101 01 1 o[EEEE

(a+h): jll0010010000111110101011jjjjjjj

On pale méme d'absorption catastrophique dans certains cas. Exemple: en
simple precison, aveca= 2% etb= 2 3 onaalors:

a b=2% etdonc (a b a=0
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Exemple du phenomene d'absorption

Cdculer numeriquement, pour de grandes valeursde N, la sorme :
X
i

i=1

Reaultats d'un programmeC ( ot tant SP) sur un processeur Pentium4 :

N
ordre 100000 [ 1000000 [ 10000000 [ 100000000

1! N | 1.209B%e+01 | 1.436736+01 | 1.54036&+01 | 1.54036&+01
N ! 1] 1.209015e+01| 1.43955+01 | 1.663603%+01 | 1.880792+01

[ excte || 1.209015e+01] 1.439273e+01] 1.669531e+01] 1.899790e+01]

Enrouge leschi res faux.

Souce: J.-M. Muller
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Des erreurs numeriques qui causent des catastrophes

Le 25 fevrier 1991,a Dharan en Arabie Saoudte, un missile(anti-missle)
Patriot americain loupe un missile Scud iraquien. Ceci provogua la mort
de 28 personneset plus d'une centaire de blesses.

Perte d'une plate-forme petroliere en mer du nord, au large de la Norvege,
le 23 aolt 1991: co(t esime a 700 M$.

En 1982 a la bourse de Vancouver, les calculs sur un indice nouveau, de
valeurinitiale 10000, sont tronques (plutdt qu'arrondis). Apres 22 mois
la valeur del'indicecalcuk estde 520 au lieu de 1098.892.. .

Liensweb :
| http://www.ima.umn.edu/~arnold  /disasters/disasters.html
| http://ta.twi.tudelft.nl/nw/us ers/vuik/wi211/disasters.html

| http://www5.in.tum.de/~huckle/ bugse.html
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Les di erentes sources d'erreur

probléme A algorithme programme
p modele 2 . . N
physique résolution informatique

erreurs de erreurs de erreurs de erreurs
mesure modélisation méthode d'arrondi

A notre niveau, on peut \seulemet" travailler pour proposer desalgaithmes
numeriques avec de plus petites erreurs de methode et des implantations
logicidles qui matrisent mieux les problemes d'arrond.

En pratique, pour obtenir de bons realltats, il faut conevoir des algaithmes
en prenant en compte des le debut les erreursd'arrond.
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Explosion du vol Ariane 501

Le 4 juin 1996,lors de sonpremier vol, la fuseeeumpeenre Ariane 5 explose30
secondesapresson decollagecausant la perte de la fusee et de son chargement
egime a 500 M$.

Apres deux semaines d'enquéte, un probleme est trouve dans le syseme de
referenceinertiel. La vitesse horizontale de la fusee par rapport au sol etait
calcukesurdes ott ants 64 hits. Dans le programme du calculateur de bord, il
y avait une convesion de cette valeur ottan te 64 bits versun entier sigre 16
bits. Malheureuserant, rien n'etait fait pour tester que cette conversionetait
bien possible mathematiquement (sans depasement de capacite). . .
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Un petit programme rigolo
Quefait le progranme suivart, d a Gentlenan 2?
#include <stdio.h>

int main() f
float a= 1.0, b= 1.0;

while ( (((a + 1.0) a) 1.0) == 0.0)
a= 2.0 a;

while ( (((a + b) a) b) '= 0.0)
b=0>b+ 1.0;

printf (" Gentleman : %f nn", b);

return O;
9

SW. M. Gentleman, More on algaithms that reveal properties of oating point arithmetic units,
Comnunications of the ACM, vol. 17, n. 5, 1974.
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Un petit programme rigolo ( n)

Le progranme de Gentlenan retourne la base utilisee par les unites de calcul
ottant du processeur (2 dans le cas de mon PC avec un Pentium I11).

Pourquoi?
a2 - a72 al a atl at2 a{rb a{rb
1 1 b b

premiere boucle: recherchede a represantable tel que a+ 1 ne soit pas
representable

deuxeme boucle : recherche de b repesentable tel que a + b soit
representable

leresultat es b= la baseinternede I'unite otta nte
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Un petit programme rigolo (suite)

Dans le casde notre repreentaion detes (1;3;3), ona:

’ a ‘ b H tests e ectues

1.0 10| ((a+10) a 10=((2:0)0 a 10=(10) 10=0
20|10 ((a+20) a 21.0=(3:0) a 210=(100 10=0
40| 20| ((a+20) a 1.0=(5:0) a 1.0=(10) 1.0=0

80| 10| (a+10) a 210=(( |§z§) ) a 10=(00) 1.0= 10
round(9)

80| 10| ((a+b a b=(( |89 ) a b=(00) b= 10
round(9)

80|20 | ((a+b a b=(100) a b= (20) b=00
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Fin

Quegions?

Pour me contacte :
arnaud.tisserand@ens- lyon.fr
http://perso.ens-  lyon.fr/arnaud.tisserand/
Laboratoire LIP. ENS Lyon. 46 allee d'ltalie. F-69364Lyon cedex07.

Mera.
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Annexes
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Representation des entiers relatifs (suite)

valeurs
bits signe/magnitude complément 2 b(igis%a
0000 0 0 -7
0001 1 1 -6
0010 2 2 -5
0011 3 3 -4
0100 4 4 -3
0101 5| 5 -2
0110 6 6 -1
0111 7 7 0
1000 -0 -8 1
1001 -1 -7 2
1010 -2 -6 3
1011 -3 -5 4
1100 -4 -4 5
1101 -5 -3 6
1110 -6 -2 7
1111 -7 -1 8
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Representation des entiers relatifs

Il existe di erentesrepresantations possbles pour les entiers signes :

signeet magritude (valeur absolue)

K 2

A= (saan 2:::a1a0) = ( 1)%

complement a (la base)deux

A= (an 18y 2:::@180) = an 12" '+

biaisee (souventB = 2" 1 1)

i=0

A= Amnatn + B

A. Tisseran { INRIA LIP Arenaire { Arithmetique desordinateurs

aj Zi

Representation des entiers relatifs (suite)

représentations
entier signe/magnitude complément 2 b(igis%a
-8 — 1000 —
=7/ 1111 1001 0000
-6 1110 1010 0001
-5 1101 1011 0010
-4 1100 1100 0011
-3 1011 1101 0100
-2 1010 1110 0101
-1 1001 1111 0110
0 0000 0000 0111
1 0001 0001 1000
2 0010 0010 1001
3 0011 0011 1010
4 0100 0100 1011
5 0101 0101 1100
6 0110 0110 1101
7 0111 0111 1110
8 — — 1111
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Trace de I'execution du programme d'integration

10

20

50

100

200

500

1000
2000
5000
10000
20000
50000
100000
200000
500000
1000000
2000000
5000000
10000000
20000000
50000000
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8.410365e
3.964663e
1.533222e
7.583203e
3.769578e
1.501383e
7.505436€e
3.938694e
1.571794e
6.193113e
2.453346e
2.440791e
2.556424e
2.688150e
2.406953e
9.144427e
1.050532e
3.374992e
2.150589e
3.068528e
1.931472e
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Al5

Trace de I'execution du programme de Gentleman
a = 1.000000 b = 1.000000

boucle 1
64 iteration(s)

a+
(a+ 1.0)
((a+ 1.0) a)
boucle 2
b
a+ b
(a + b) a
((a+b) a) b
1 iteration(s)
b
a+ b
(a + b) a
((a+ b) a) b

Gentleman : 2.000000

owop

18446744073709551616.000000
18446744073709551616.000000
0.000000

1.000000

1.000000
18446744073709551616.000000
0.000000

1.000000

2.000000
18446744073709551616.000000
2.000000
0.000000
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