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Partie 1

Introduction
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L' arit hm�etique chez les Babyloniens
Util isation d'un syst�eme de position (le premier de l'histoire) en base 60 avec
leschi�res suivants (et la baseauxiliaire 10) :

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Exemple de codage :

= 33� 60+ 24 = 2004

Syst�eme de position en base� sur n chi�res (pour desentiersnaturels) :

x = xn � 1xn � 2 � � � x1x0 =
n � 1X

i =0

xi � i
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Oh, la belle table de multi plicati on. . .

Illustration de la table de multi-
plication par 25 trouv�ee �a Suse
et dat�ee du IIe mill�enaire av. J.-C
(conserv�eeau Mus�ee du Louvre).

Remarque : seuls les produits par
(1), 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,
12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
30, 40, 50 sont n�ecessaires sur les
59 possibles.
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Le boulier chinois : position de repos (0)
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� Les colonnesrepr�esentent les unit�es, les dizaines, les centaines, les mil-
liers,. . . de la droite versla gauche

� Les boulessont activ�ees lorsqu'elles sont au plus proche de la barre du
milieu, et d�esactiv�eessinon(0 est donc repr�esent�e ci-dessus)

� Les boules situ�ees au dessus de la barre horizontale du milieu sont
multipli�eespar 5 (cellesde dessouspar 1).
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Le boulier chinois : �ecriture de 2647

2 6 74

La premi�ere illustration connued'un boulier chinoisdansun livre date de 1175.
Il existe des dispositifs proches (tablettes avec des rainures sur lesquelles on
d�eplace des petits cailloux) depuis bien plus longtemps.

Il existe desconcoursde rapidit�e de calcul sur desbouliers.Le japonais Yoshio
Kogima a e�e ctu�e correctement 50 divisions, avec des op�erandes de 5 �a 7
chi�res, en 1 min 18 s et 4 centi�emes sur un boulier japonais (soroban) !
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Le boulier chinois : 2647+1362

2 6 74 +1

+1 +3 +1 +3 +6

+1 +3 +6 +2 4 0 0 9

état de départ état 1

état 3

état 5

état 2

état 4
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Arithm �etique des ordinateu rs

�Etudeet conceptionde\ moyens" pour e�e ctuer lescalculs debase enmachine.

� unit�es de calculmat�erielles :
I additionneur/soustracteur, multiplieur, diviseur, . . .
I unit�es 
 ottantes
I op�erateurs sp�eci�q ues (ex : �ltres pour traitement du signal)

� support logiciel pour les calculs de base:
I biblioth�equesmath�ematiques de base(libm)
I biblioth�equesde fonctions �el�ementaires (sin; cos; exp; log; : : :)
I biblioth�equesmulti-pr�ecision
I biblioth�equesd'arithm�etique d'intervalle

� validation de la qualit�e num�erique :
I test et/ou preuve de la pr�ecisionde calculs
I preuvedu bon comportement des op�erations (d�epassements, . . . )
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Ar ithm �etique des ordinateu rs (suite)

Lestrois aspects fondamentaux de l'arithm�etique desordinateurs:

� Syst�emesde repr�esentationdes nombres :
entier, virgule �xe , virgule 
ott ante, redondant, grande base, syst�eme
logarithmique, syst�eme modulaire, corps �n is. . .

� Algorithmesde calcul :
addition{soustraction, multiplication, division,PGCD, racinecarr�ee, fonc-
tions �el�ementaires (sin; cos; exp; log : : :), op�erateurs composites (ex :
1=

p
(x2 + y2)), op�erateurs sp�eci�q ues (FIR, DCT, crypto), algorithmes

num�eriques, preuvesde programmes. . .

� Mâ�triser les implantations :
cibleslogicielleset mat�erielles, support arithm�etiquedansles langages de
programmation, validation, test, optimisation desperformances (vitesse,
m�emoire, surface de circuit, temps r�eel, consommationd'�energie).. .
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Ar ithm �etique des ordinateu rs (suite)

Liensavec:

� architecture des ordinateurs

� micro-�electronique

� outils CAO de circuits

� algorithmes num�eriques

� calcul formel

� optimisationglobale

� th�eorie des nombres

� preuvesformelles

� . . .
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Ar ithm �etique des ordinateu rs (suite)

Exemplesde sujets de recherchedans l'�equipe/p rojet Ar�enaire :

� biblioth�equede fonctions�el�ementaires avec arrondi correct

� biblioth�equed'arithm�etique d'intervalleen multi-pr�ecision

� biblioth�equepour le support 
ottan t dansles processeurs entiers

� op�erateurs de cryptographie pour circuits FPGA

� unit�es 
 ottantes et logarithmiquespour circuits FPGA

� op�erateurs arithm�etiques mat�eriels�a basseconsommationd'�energie

� arithm�etique corps �ni s pour biblioth�eque d'alg�ebre lin�eaire

� preuvesautomatiquesd'op�erations arithm�etiques
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Syst�eme logarithmique

Un nombre est repr�esent�e par son signe et le logarithme de sa valeurabsolue
�ecrit en virgule �xe (le nombre 0 doit être repr�esent�e par un codage sp�ecial).

Lesop�erations dans ce syst�eme s'e� ectuent en utilisant :

log2(a � b) = log2 a + log2 b

log2(a � b) = log2 a � log2 b

log2(a � b) = log2 a + log2(1 � 2log2 b� log2 a)

log2(aq) = q � log2 a

o�u les fonctions log2(1 + 2x ) et log2(1 � 2x ) sont tabul�eesou approch�ees.

Applications en traitement du signal et en contrôle num�erique. Il y avait même
un projet europ�een pour concevoir un processeur avecdes unit�esde calcul 32
bits en syst�eme logarithmique.
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Besoins dans les processeurs/architectur es �evolu�es

� Op�erateurs arithm�etiques capablesde fonctionner �a de hautesfr�equences

� Op�erateurs arithm�etiques�a basseconsommationd'�energiepour les appli-
cationsembarqu�ees et lesappareils portables

� Prendre en compte lesnouvelles contraintestechnologiques

� Ajout de nouvelles fonctionnalit�es de calcul, exemple : FMA (fused
multiply and add), op�erateurs de cryptographie, unit�esgraphiques

� Sujets de rechercheactuels sur lesop�erateurs arithm�etiquesmat�eriels :
I nouvelles fonctionnalit �es
I basseconsommation d'�energie
I op�erateurs recon�gurables
I op�erateurs pour la cryptographie/signature
I . . .
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Suite de J.-M. Mull er

8
><

>:

u0 = 2
u1 = � 4

un +1 = 111� 1130
un

+ 3000
un un � 1 -100

-50

 0

 50

 100

 0  5  10  15  20

u(
n)

n

n u n programme C n u n programme C

0 2.000000000000000 9 2.913589954376221
1 -4.000000000000000 10 -111.709793090820312
2 18.500000000000000 11 111.898239135742188
3 9.378377914428711 12 100.661544799804688
4 7.801147460937500 13 100.040603637695312
5 7.154346466064453 14 100.002494812011719
6 6.805830478668213 15 100.000152587890625
7 6.578579425811768 16 100.000007629394531
8 6.235515594482422 17 100.000000000000000

Et pourtant, (un ) converge th�eoriquement vers 6!
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Exemple de Shampine et Watts (1/2)

On cherche la solution de l'�equation di� �erentielle suivante :

�
f 0(x) = 10(f (x) � x2)
f (0) = 0:02

R�esolution num�erique par la m�ethode de Runge-Kutta d'ordre 4 (et 100000
points) sur un PentiumIV :

valeur
f (x) prg. C (
oat ) prg. C (double) exacte
f (1) 1.07524 1.22 1.22
f (2) 1018.31 4.42 4.42
f (3) -1.4026e+07 9.66711 9.62
f (4) 4.97446e+11 -250.367 16.82
f (5) -1.91225e+14 1.45778e+07 26.02
f (6) -7.33462e+19 -1.22707e+11 37.22
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Exemple de Shampine et Watts (2/2)

La solution de �
f 0(x) = 10(f (x) � x2)
f (0) = 0:02

est
f (x) =

1
50

+
1
5
x + x2

Cellede �
f 0(x) = 10(f (x) � x2)
f (0) = c

est
f (x) =

1
50

+
1
5
x + x2 + (c �

1
50

)e10x

La solution d�epend donc tr�esfortement des conditions initiales.
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Mapl e : BUG # 1542

Bug pr�esent sur la version \ Maple 6.01, IBM INTEL NT, Jun 9 2000
Build ID 79514".

entr�ee r�esultat Maple valeurth�eorique

1=21474836480; Error, division by zero 1=21474836480
214748364810; 10 214748364810

21474836481:234; 1:234 21474836481:234
2147483648; � 2147483648 2147483648

Cause: probl�eme dans la lecture des nombresentiers (integer parsing) : petits
entiers avecun format du processeuret grands entiersavec un format interne,
erreurdans le mode de s�election du format.

Source : http://maple.bug- list.org/
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Mapl e : bug de la factorielle (version 7)

Entr�ee:

> 1001! / 1000! , 1002! / 1000! , 1002! / 1001! , 1003! / 1000! , 1003! / 1001! , 1003! / 1002! ;

1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1

Comportement corrig�e :

> 1001! / 1000! , 1002! / 1000! , 1002! / 1001! , 1003! / 1000! , 1003! / 1001! , 1003! / 1002! ;

1001 , 1003002 , 1002 , 1006011006 , 1005006 , 1003

Il y a une erreur dans le code de la fonction factoriellede la version7 de Maple
(il y des correctifs possiblespour cette version).

Source : Maple User Group Answers
(http://www- math.math.rwth- aachen.de/MapleAnswers/ )
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Petits probl�emes num�eriques : un polynôme rebelle?

Avec un petit programme C, calculons desvaleurs (
oat ) de p(x) ci-dessous
pour x entre 0:988 et 1:012, et tra�cons la courbe correspondante.

p(x) = x7 � 7x6 + 21x5 � 35x4 + 35x3 � 21x2 + 7x � 1

-3e-14

-2e-14

-1e-14

 0

 1e-14

 2e-14

 3e-14

 0.99  0.995  1  1.005  1.01

p(
x)

x
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Augment er la pr�ecision : une str at�egie �ab le?

Exemple de S. Rump :

f (a;b) = 333:75b6 + a2(11a2b2 � b6 � 121b4 � 2) + 5:5b8 +
a
2b

Sur un ordinateur IBM 370, on a :

pr�ecision valeurcalcul�ee

simple 1.172603
double 1.1726039400531

�etendue 1.172603940053178

Mais ces r�esultats tr�es proches sont totalement faux! La bonne valeur est
-0.82739605994682136814116.. .
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Petits probl�emes num�eriques : I n = nI n� 1 � 1
e (1/4)

Probl�eme : approcher num�eriquement I n =
R1

0 xn e� x dx pour n = 50.

M�ethode : utiliser la r�ecurrenceI n = nI n � 1 � 1
e avecI 0 = 1 � 1

e

n programme C valeurexacte
1 0.2642411177 0.26424111765711535680895245
2 0.1606027941 0.16060279414278839202238114
3 0.1139289413 0.11392894125692285447161967
4 0.08783632386 0.08783632385624909629095493
5 0.07130217811 0.07130217810980315985925092
6 0.05993362749 0.05993362748737663755998179
7 0.05165595124 0.05165595124019414132434878
8 0.04536816875 0.04536816875011080899926653
9 0.04043407757 0.04043407757955495939787503

10 0.0364613345 0.03646133462410727238322656
20 -82.17689174 0.01835046769725620632614475
30 -8.961529476e+15 0.01224950295785890695334039
40 -2.756557975e+31 0.00919138801539721301175301
50 -1.027535737e+48 0.00735470679580018886393671
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Petits probl�emes num�eriques : I n = nI n� 1 � 1
e (2/4)

En int�egrant par parties I n , on a :

I n =
Z 1

0
xn e� x dx

= [xn (� e� x )]1
0 �

Z 1

0
nxn � 1(� e� x )dx

= (� e� 1 � 0) + n
Z 1

0
xn � 1e� x dx

= �
1
e

+ nI n � 1

Rappel : Z
f 0(x)g(x)dx = f (x)g(x) �

Z
f (x)g0(x)dx
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Petits probl�emes num�eriques : I n = nI n� 1 � 1
e (3/4)

Question : pourquoi un tel comportement num�erique?

R�eponse : en passant de I n � 1 �a I n , l'erreur num�erique (accumulation des
erreursde repr�esentation et des premiers calculs)est multipli�ee par n. L'erreur
num�erique sur l'�evaluation de I n croit donc comme n!.

Rq : 50! = 30414093201713378043612608166064768844377641568960512000000000000

En transformant un peu la m�ethode, on a. . .
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Petits probl�emes num�eriques : I n = nI n� 1 � 1
e (4/4)

R�ecurrencer�etrograde : I n � 1 = I n + 1
e

n en connaissantI p avecp >> n.

Gain : en partant de I p, l'erreur sur I n sera proportionnelle�a 50!
p! .

n I p = 0:5 I p = 1:0 I p = 12345:0
60 0.5 1 12345
59 0.01446465735 0.02279799069 205.7561313
58 0.00648040845 0.006621651387 3.493627301
57 0.006454480166 0.006456915389 0.06657770245
56 0.006567261778 0.006567304501 0.007622055151
55 0.006686548267 0.00668654903 0.006705383863
54 0.006810290717 0.006810290731 0.006810633182
53 0.006938698739 0.006938698739 0.006938705081
52 0.007072040376 0.007072040376 0.007072040495
51 0.007210605414 0.007210605414 0.007210605417
50 0.007354706796 0.007354706796 0.007354706796

Rappel : valeurexacte 0:00735470679580018886393671: : :

Source : J.-M. Muller

A. Tisserand { INRIA LIP Ar�enaire { Arithm�etique desordinateurs 25/76

Pour en savoir plus. . .

Digital Ar ithmetic

Milos Ercegovacet TomasLang

2003
Morgan Kaufmann
ISBN : 1{55860{798{6

Ar ithm �etique des ordinateur s

Jean{Michel Muller

1989
Masson
ISBN : 2{225{81689{1
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Aut res r�ef�erences

� Livre de G. Guitel : Histoire compar�eedesnum�erations �ecrites, Flamma-
rion, 1975

� Livre de G. Ifrah : Histoire universelle des chi�res, Robert Lafond, 1994

� Livrecollectif : Calcul et arithm�etiquedesordinateurs (Trait�e IC2), Hermes
Sciences, 2004(�a parâ�tre)

� Livre collectif : Qualit �e desCalculs sur Ordinateur, Masson,1997

� Num�ero sp�ecial collectif de la revueR�eseaux et syst�emesr�epartis, calcu-
lateurs parall�elessur l'arithm�etique desordinateurs, Hermes, 2001

� Document de JeanVuillemin : LesLangages Num�eriques,
http://www.di.ens.fr/~jv/HomePag e/pdf/langnum.pdf

� Un site web sur lesbouliers:
http://www.ee.ryerson.ca:8080/~e lf/abacus/history.html

A. Tisserand { INRIA LIP Ar�enaire { Arithm�etique desordinateurs 27/76

Partie 2

Arithm�etique 
ottante
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Points abord�es dans cette partie

� Probl�emeshistoriques

� Repr�esentation des nombres

� Comportement desop�erations

� Propri�et�esdes nombres 
ott ants

� Probl�emesde pr�ecision

� Exemples
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Repr�esentation 
 ottante

Un nombre x est repr�esent�e en virgule 
ott ante de base � par :
� sonsignesx (codage sur un bit : 0 pour x positif et 1 pour x n�egatif)
� sonexposantex , un entier de k chi�res compris entre emin et ema x

� sa mantissemx de n + 1 chi�res
tels que

x = (� 1)sx � mx � � ex

avec
mx = x0 : x1 x2 x3 � � � xn

o�u xi 2 f 0; 1; : : : ; � � 1g.

Pour desquestions depr�ecision,on exigequela mantisse soit normalis�ee, c'est-
�a-dire que sonpremier chi�re x0 soit di� �erent de 0. On a alors mx 2 [1; � [. Il
faut alors un codage sp�ecial pour le nombre 0.
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Au d�ebut �etai t le chaos. . .

Les repr�esentations 
ottantes �etaient pendant longtemps tr�es di� �erentesles
unes des autres selon lesconstructeurs de processeurs.

machine � n emin ema x

Cray 1 2 48 � 8192 8191
2 96 � 8192 8191

DEC VAX 2 53 � 1023 1023
2 56 � 127 127

HP 28 et 48G 10 12 � 499 499
IBM 3090 16 6 � 64 63

16 14 � 64 63
16 28 � 64 63

Probl�eme : il n'�etait pas possible de faire raisonnablement des programmeset
desbiblioth�eques num�eriquesportables!
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Aut res exemples de probl�emes

� IBM System/370 en FORTRAN on avait
p

� 4 = 2

� Sur certainesmachinesCDC et Cray on avait :

x + y 6= y + x

0:5 � x 6= x=2:0

Avec �ca, comment �ecrire des programmes num�eriquement corrects de fa�con
simple?

A l'�epoque, les constructeurs ne s'int�eressent qu'aux formats de stockage des
donn�eeset pasbeaucoup auxpropri�et�esmath�ematiquesdesunit�esdecalcul. . .
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R�evoluti on de 1985 : la norme IEEE-754

Apr�es de nombreuses ann�ees de travail, une norme �xe la repr�esentation des
donn�ees et le comportement desop�erations de baseen virgule 
ottan te.

Cette norme �xe :
� les formats desdonn�ees
� lesvaleurs sp�eciales
� lesmodesd'arrondi
� la pr�ecision desop�erations de base
� les r�eglesde conversion

En fait, il y a deuxnormes1 :
� ANSI/IEEE Standard for Binary Floating-Point Arithmetic en 1985
� ANSI/IEEE Standard for Radix-IndependentFloating-Point Arithmetic en

1987(o�u � = 2 ou 10)
1ANSI : American National Standards Institute, IEEE: Institute of Electr ical and Electronics Engineers
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Objecti fs de la norme IEEE-754

� permettre de faire desprogrammesportables

� rendre lesprogrammesd�eterministes d'une machine �a une autre

� conserver despropri�et�esmath�ematiques

� permettre/imp oserl'arrondi correct

� permettre/imp oserdesconversions �ab les

� faciliter la construction de preuves

� faciliter la gestiondesexceptions

� faciliter lescomparaisons (unicit�e de la repr�esentation, sauf pour 0)

� permettre un support pour l'arithm�etique d'intervalle

A. Tisserand { INRIA LIP Ar�enaire { Arithm�etique desordinateurs 34/76

IEEE-754 : formats de base

En base � = 2, la normalisationde la mantisse implique que le premier bit est
toujoursun \ 1" qui n'est pas stock�e physiquement, on parle de 1 implicite.

nombre de bits
format total signe exposant mantisse

double pr�ecision 64 1 11 52+ 1
simple pr�ecision 32 1 8 23+ 1

LSBMSB position des bits

double précision

simple précision

0816243240485663

A. Tisserand { INRIA LIP Ar�enaire { Arithm�etique desordinateurs 35/76

IEEE-754 : mantisse et fraction

La mantisse(normalis�ee) du nombre 
 ottant x est repr�esent�ee par n + 1 bits :

mx = 1 : x1 x2 x3 � � � xn � 1 xn| {z }
f x

o�u lesxi sont des bits.

La partie fractionnaire de mx est appel�eefraction (de n bits) : f x . On a alors :

mx = 1 + f x

On a aussi :
1 � mx < 2
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IEEE-754 : exposant

L'exposant ex est un entier sign�e de k bits tel que :

emin � e � ema x

Di� �erentesrepr�esentationssontpossibles : compl�ement �a 2, signeet magnitude,
biais�ee. C'est la repr�esentation biais�ee qui est choisie.

Ceci permet de faire les comparaisons entre 
ottants dans l'ordre lexicogra-
phique (sauf pour le signesx ) et de repr�esenter le nombre 0 avecex = f x = 0.

L'exposant stock�e physiquement est l'exposantbiais�e eb tel que :

eb = e+ b

o�u b est le biais.
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IEEE-754 : exposant (suite)

Lesexposants non biais�esemin � 1 et ema x + 1 (respectivement 0 et 2k � 1 en
biais�e) sont r�eserv�espour z�ero, lesd�enormalis�eset lesvaleurs sp�eciales.

taille biais non-biais�e biais�e
format k b emin ema x emin ema x

SP 8 127 (= 28� 1 � 1) � 126 127 1 254
DP 11 1023 (= 211� 1 � 1) � 1022 1023 1 2046

0 1 2-1-2-125-126-127 126 127 128

00000000

00000001

00000010

10000000

10000001

11111111

1 2 127126125 128 129 253 2540 255

11111110

11111101

01111111

01111110

01111101

plage d'exposants utilisables
réservé

exposant
réservé

exposant

m
at

h.
m

ac
hi

ne

bi
ai

sé
bi

ai
sé

no
n
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IEEE-754 : z�ero

Le nombre z�ero est cod�e en mettant tous les bits de l'exposant et de la fraction
�a 0 dans le mot machine. Le bit de signeencore \lib re" permet d'avoir deux
repr�esentations di� �erentes du nombre z�ero : � 0 et +0 .

Le fait que z�ero soit sign�e est coh�erent avec le fait qu'il y ait deux in�n is
distincts. On a alors :

1
+0

= + 1 et
1

� 0
= �1

La norme imposeque le test � 0 = +0 retourne la valeur vrai.

En simple pr�ecision, on a donc :

� 0 1 00000000 00000000000000000000000
+0 0 00000000 00000000000000000000000
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IEEE-754 : valeurs sp�eciales

� Lesin�n is : �1 et + 1
Ils sont cod�esen utilisant le plus grand exposantpossible et une fraction
nulle. L'in�n i est sign�e.

e = ema x + 1 et f x = 0

� Not a Number : NaN
Permet de repr�esenter le r�esultat d'une op�eration invalide telle que 0=0,p

� 1 ou 0 � 1 . NaNest cod�e en utilisant le plusgrand exposant possible
et une fraction non-nulle. Les NaNsepropagentdans les calculs.

e = ema x + 1 et f x 6= 0

En simple pr�ecision, on a donc :
�1 1 11111111 00000000000000000000000
+ 1 0 11111111 00000000000000000000000
NaN 0 11111111 00000000000000000000100(par exemple)
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IEEE-754 : nombres d�enormalis�es

L'objectif desnombresd�enormalis�esest d'uniformiser la r�epartition desnombres
repr�esentablesautour de 0. En e�e t, le 1 implicite dans la mantisseimplique
qu'il n'y a pas de nombre repr�esentable entre 0 et 2emin alors qu'il y en a 2n

entre 2emin et 2emin +1 .

emin emin2 2

0.000

0.001

0.110

0.111

1.000

1.001

1.010

1.011

1.100

1.101

1.110

1.111

1.000

0.101

0.010

0.011

0.100

sa
ns

av
ec

1.001

0 +1

dénormalisés

Lesnombres d�enormalis�es s'�ecrivent (avec eb = 0) :

x = (� 1)sx � (0:f x ) � 2emin
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IEEE-754 : modes d'arrondis

Si a et bsontdeuxnombresexactement repr�esentablesenmachine(ou nombres
machine) alors le r�esultat d'une op�eration r = a } b n'est, en g�en�eral, pas
repr�esentable en machine. Il faut arrondir le r�esultat. Par exemple, en base
� = 10, le nombre 1=3 n'est pas repr�esentable avec un nombre �n i de chi� res.

La norme propose 4 modes d'arrondi :
� arrondi vers + 1 (ou par exc�es), not�e 4 (x) : retourne le plus petit nombre

machinesup�erieur ou �egal au r�esultat exact x
� arrondi vers �1 (ou par d�efaut), not�e r (x) : retourne le plus grand

nombre machine inf�erieurou �egal au r�esultat exact x
� arrondi vers 0, not�e Z (x) : retourne 4 (x) pour les nombres n�egatifs et

r (x) pour lespositifs
� arrondi au plus pr�es, not�e � (x) : retourne le nombre machine le plus

proche du r�esultat exact x (celui dont la mantissese termine par un 0
pour le milieu de nombres machine cons�ecutifs,on parle d'arrondi pair)
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IEEE-754 : modes d'arrondis (suite)

m
od

es
 d

'a
rr

on
di

nombres machine

au plus près

vers -inf

vers +inf

Propri�et�e d'arrondi correct : soient a et b deux nombres machine, } une des
op�erations (+ ; � ; � ; � ) et � le moded'arrondi choisi(parmi les4 modesIEEE).
Le r�esultat fourni lors du calcul de (a } b) doit être � (a } th b).

Le r�esultat retourn�e doit être celui obtenu par un calcul avec une pr�ecision
in�n ie, puis arrondi. On a la même exigencepour la racine-carr�ee.
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IEEE-754 : modes d'arrondi en C

# i nc l ude < st d i o . h>
# i nc l ude " u t i l � i eee . h"
# i nc l ude < f env . h> / � gest i on de l ' envi r onnement f l o t t an t � /

i n t main ( ) f
c f l oat a , b , sup , sdown ;

/ � a = 2 � 2^( � 23) et b = 2^( � 24) � /
a . s . si g = 0; a . s . exp = 0+ 127; a . s . man = (2< < 22)� 1;
b . s . si g = 0; b . s . exp = � 24+ 127; b . s . man = 0;
c f l oa t p r i n t ( " a" , a ) ; c f l oa t p r i n t ( " b" , b ) ;

f eset r ound (FE UPWARD) ; / � passe en ar r ondi ver s l e haut � /
sup . f = a . f + b . f ;
c f l oa t p r i n t ( " ( a+ b) rnd up" , sup ) ;

f eset r ound (FEDOWNWARD) ; / � passe en ar r ondi ver s l e bas � /
sdown . f = a . f + b . f ;
c f l oa t p r i n t ( " ( a+ b) rnd down" , sdown ) ;

r et u r n 0; g
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IEEE-754 : modes d'arrondi en C (suite)

résultat
exact

a

b

(a+b)

(a+b)

1 0 0 0 0 0

...2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

partie entière

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 0 0 0 ... 0 0

...

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11

00

partie fractionnaire

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11

( a+ b) rnd up = 2.0000000000000000000000000000000000000000e+ 00
( a+ b) rnd up = 0 128( 1) 0
( a+ b) rnd up = 0 128( 1) 1.00000000000000000000000
( a+ b) rnd up = 0x40000000

( a+ b) rnd down = 1.9999998807907104492187500000000000000000e+ 00
( a+ b) rnd down = 0 127( 0) 8388607
( a+ b) rnd down = 0 127( 0) 1.11111111111111111111111
( a+ b) rnd down = 0 x 3 f f f f f f f
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IEEE-754 : conversions

Lesconversionsnormalis�eessont :
� 
ottant vers entier
� entier vers
 ottant
� 
ottant vers entier stock�e dansun 
ottant
� entre 
ottan ts de di� �erents formats
� entre formats binaire et d�ecimal

Propri�et�esdes doubles conversionsimpos�eespar la norme :
� binaire x � ! d�ecimal x(10) � ! binaire x(2) :

on retrouvele nombre initial, c'est-�a-dire x = x(2) , si x(10) a au moins 9
chi�res d�ecimaux pour x en simple pr�ecision (17 en DP)

� d�ecimal y � ! binaire y(2) � ! d�ecimal y(10) :
on retrouve le nombre initial, c'est-�a-dire y = y(10) , si y a au plus 6
chi�res d�ecimauxet que y(2) ensimplepr�ecision est convertien y(10) avec
6 chi� res d�ecimaux(15 en DP)
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IEEE-754 : comparaisons

La norme impose que l'op�eration de comparaisonsoit exacteet ne g�er�ee pas
de d�epassement de capacit�e.

Lescomparaisons normalis�eessont :
� �egalit�e
� sup�erieur
� inf�erieur
� non-ordonn�e

Lors de ces comparaisonsle signede z�ero n'est pas pris en compte.

Dans le cas de comparaisons impliquant un NaN, la comparaisonretourne faux.
Sauf dans le cas de l'�egalit�e : si x = NaNalors x = x retourne faux2 et x 6= x
retourne vrai.

2Cequi permet de tester si une valeurest un NaN.
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IEEE-754 : drapeaux ou exceptions

La norme pr�ecise qu'aucun calcul ne doit entraver le bon fonctionnement de
la machine. Un m�ecanisme de drapeaux permet d'informer le syst�eme sur le
comportement des op�erations. La norme pr�evoit 5 drapeaux :

� op�eration invalide : le r�esultat par d�efaut est NaN
� d�epassement de capacit�e vers 1 (over
o w) : le r�esultat est soit �1 soit

le plus grand nombre repr�esentable (en valeur absolue)suivant le signe
du r�esultat exactet du mode d'arrondi

� depassement de capacit�e vers0 (under
ow) : le r�esultat est soit � 0 soit
un d�enormalis�e

� divisionpar z�ero : le r�esultat est �1
� r�esultat inexact : lev�e lorsque que le r�esultat d'une op�eration n'est pas

exact

Cesdrapeaux, une foislev�es, le restent pendant tout le calcul jusqu'�a uneremise
�a z�ero volontaire (sticky 
ags). Ils peuventêtre lus et �ecrits par l'utilisateur.

A. Tisserand { INRIA LIP Ar�enaire { Arithm�etique desordinateurs 48/76



IEEE-754 : dynamique de la repr�esentation

La dynamiqued'une repr�esentation est le rapport entre le plus grand nombre
et le plus petit nombre repr�esentables et strictement positifs.

� en virgule � xe sur n bits, on a :

Df ixe =
2n � 1

1

� en virgule 
 ottante (e sur k bits et m sur n + 1 bits), on a :

Df l ott ant =
mma x � 2ema x

mmin � 2emin
=

(2 � 21� n ) � 22k � 1� 1

(21� n ) � 2� 2k � 1+2

Pour 32 bits on a : Df ixe = 4:29� 109 et Df l ott ant = 2:43� 1085.
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IEEE-754 : autres formats

format taille totale taille exposant taille mantisse

simple �etendu � 32 � 11 � 24
double �etendu � 64 � 15 � 43

double �etendu PC 80 15 64
quad (Sun) 128 15 113

Dans les formats �etendus, il n'y a pasde bit implicite pour la mantisse, il doit
être stock�e dans le mot machine.
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IEEE-754 : r�esum�e

exposant fraction valeur
normalis�es emin � e � ema x f � 0 � (1:f ) � 2e

d�enormalis�es e = emin � 1 f > 0 � (0:f ) � 2emin

z�ero (sign�e) e = emin � 1 f = 0 � 0
in�n is e = ema x + 1 f = 0 �1

Not a Number e = ema x + 1 f > 0 NaN

format # bits total k n emin ema x b

simple pr�ecision 32 8 23 � 126 127 127

double pr�ecision 64 11 52 � 1022 1023 1023

valeur simple pr�ecision double pr�ecision

+ grand normalis�e > 0 3:40282347� 1038 1:7976931348623157� 10308

+ petit normalis�e > 0 1:17549435� 10� 38 2:2250738585072014� 10� 308

+ grand d�enormalis�e > 0 1:17549421� 10� 38 2:2250738585072009� 10� 308

+ petit d�enormalis�e > 0 1:40129846� 10� 45 4:9406564584124654� 10� 324
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Exemple de repr�esentation simpl i� �ee

b
-2

b
-1

b
0

b
1

0

1 21.25 1.5 1.75

1 2 3 4 5 6 7 8 10 12 14

10.5 0.8750.750.625

0.5

0.25

0.3125

0.375

0.4375

0.1875

0.125

0.0625

-inf +inf

+inf

0

e=1 e=2 e=3

e=-2 e=-1 e=0

s=1 s=0 représentation
flottante

(non IEEE)

signe

exposant

mantisse

fraction

1 bit

3 bits

3 bits

2 bits

nombres
représentables

valeurs
spéciales

dénormalisés
nombres

biais = 3

000

001

010

011

100

101

110

111 réservé

e=-2

e=-1

e=0

e=1

e=2

e=3

0 +

0

1 3 4 5 6 7 8 10 12 14-1-4-12 -10 -8-14 0 2-2-3-5-6-7 1.00

1.01

1.10

1.11

1.00

1.01

1.10

1.11

1.00

1.01

1.10

1.11

1.00

1.01

1.10

1.11
1.00

1.01

1.10

1.11

1.00

1.01

1.10

1.11

1.00

0.00

0.11

0.01

0.10
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Quest ion histoire

De quand date le premier ordinateur avecdes
ottan ts?
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Le Z3 : premier ordinateur avec des 
ottant s

Cr�e�e en 1941par Konrad Zuse(1910{1995) �a Berlin.

photographie de la versionreconstruite en 1961

Source : http://www.epemag.com/zuse/
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Le Z3 : architecture et caract �eristiques

Unit
Control

Memory

Unit
Floating-pointClock generator

Reader
Tape

Punched

Output Input

reg 2reg 1

22

22

22

8

5.33 Hertz

(lamps) (keyboard)address

data

data

instr.

Taille 5 m � 2 m � 0.8 m
Poids � 1000kg

Fr�equence 5.33 Hz
Technologie �electrique �a relais (num. : 600, m�em. : 1400)

Consommation � 4000W
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Le Z3 : format des donn�ees et unit �e 
ott ante

Format 
ottant :
� 1 bit de signe
� 7 bits d'exposant repr�esent�e en compl�ement �a deux

I exposant �a -64 � ! valeur0
I exposant �a 63 � ! in�n i

� 14 bits de mantisse+ 1 bit implicite

Unit�e 
ottante :
� addition/soustraction en 3 cycles (0.6 s/op)
� multiplication en 16 cycles (3.0 s/op)
� divisionen 18 cycles (3.4 s/op)
� racine carr�ee(temps variable)

Autres instructions: lecture clavier, a�c hage, load, store.
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Processeur Intel 486 : caract �eristiques

� processeur32 bits
� coprocesseur arithm�etique int�egr�e
� commercialisation en 1989
� fr�equences: 50, 33 et 25 MHz
� nombresde transistors : 1 200000
� technologie: CMOS0.8 ou 1.0 � m
� surface: 81 mm2

� alimentation : 5 V
� boitier : 168 PGA
� pipeline: 5 �etages
� cacheL1 : 8 KB (4w SA, WT)
� UAL : 1
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Processeur Intel 486 : architecture

unité flottanteunité entière

RAD

UAL

registres
CTRL

bus de données

ADD MUL

CTRLpile de registres
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Repr�esentations 
ott antes non-standard

Exemple du processeurDSP (digital signal processor) SHARC21160d'Analog
Devices o�u il y a plusieursformats 
ottan ts non-standard (et seulement un
compatible IEEE-754simplepr�ecision).

LSBposition des bitsMSB

simple précision

format court

(1,8,23)

(1,8,31)

(1,4,11)

IEEE

précision étendue
IEEE

IEEE

0816243239
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Altern ati ve aux 
ottan ts : la virgule �xe

Dans bon nombre de processeursDSP, on trouve un support mat�eriel tr�es
e�c ace (en vitesseet consommation d'�energie) pour le calcul sur les r�eels �a
l'aide de multiples formats en virgule � xe (16, 24 ou 32 bits).

081623

position des bitsMSB LSB

2 2 2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22
-2 -5-1 -3 -4 -6 -7 -8 -9 -10 -11 -12 -13 -14 -15

22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22
-2 -5-1 -3 -4 -6 -7 -8 -9 -10 -11 -12 -13 -14 -15 -16

89101112131415

2
0

2 2 2 2 2 2 22
01234567

2 2 2 2 2 2 22
01234567

22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22
-2 -5-1 -3 -4 -6 -7 -8 -9 -10 -11 -12 -13 -14 -15

2
-16

1Q15

Q16

N16 ou Z16

8Q16

s

s

s

s

Mais la qualit�e num�erique et la portablilit�e sont moindresqu'en IEEE-754
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R�ef�erences sur les 
ottant s IEEE-754

� Documentation de W. Kahan (le \p �ere" de la norme)
http://www.cs.berkeley.edu/~wkah an/ieee754status/

� Documentation g�en�erale et scripts Java pour faire desconversions
http://babbage.cs.qc.edu/courses /cs341/IEEE- 754references.html

� Versionweb de l'article de D. Goldberg dans ACM Computing Surveys
http://docs.sun.com/source/806- 3568/ncg_goldberg.html

� Documentation du CentreCharlesHermite (Nancy)
http://cch.loria.fr/documentatio n/IEEE754/
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Mul t iplication-additi on fusionn�ee (FMA)

Le FMA (pour fused multiply and add) existe depuis de nombreuses ann�ees
dans les DSP et arrive de plus en plus dansles processeurs g�en�eralistes. Cette
op�eration e�ec tue le calcul suivant en une seuleinstruction (au lieu de 2 sans
unit�e FMA).

r = (a + b� c)

Pour le moment le comportement de cette op�eration n'est pas normalis�e en
IEEE-754. En pratique les processeurs g�en�eralistes qui poss�ede uneunit�e FMA
retournent le meilleur r�esultat possible: l'arrondi du r�esultat th�eorique (arrondi
correct de (a + b� c)) en e�ectuant un seularrondi.

Exemple d'utili sation : �evaluation de polyn̂omes

p(x) = p0 + (p1 + (p2 + (p3 + p4 x) x) x) x
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Exemples de propri�et�es vraies en machine

L'addition 
ottan te � et la multiplication 
ottante 
 sont commutativesmais
pas associatives (d�epassements de capacit�e par exemple). La multiplication

ottante n'est pas distributive par rapport �a l'addit ion.

Si aucun d�epassement de capacit�e vers l'in� ni ou vers z�ero ne se produit
pendant les calculs, les propri�et�es suivantes sont v�eri� �ees avec des nombres

ottants et desop�erations 
ottan tes IEEE.

x � 0 = x 	 0 = x

x 
 1 = x � 1 = x

x 
 � 1 = x � � 1 = � x

2 
 x = x � x = 2x

0:5 
 x = x � 2 = x=2

� (
p

x) � 0 si x � 0

� (
p

� 0) = � 0
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Exemples de propri�et�es vraies en machine (suite)

Gr̂ace�a la norme IEEE,en l'absence de d�epassement de capacit�e (vers+ 1 ou
vers 0) et de divisionpar 0, avecx et y deuxnombresmachineon a :

� 1 �
x

p
x2 + y2

� 1

même apr�es 5 erreursd'arrondi.

A. Tisserand { INRIA LIP Ar�enaire { Arithm�etique desordinateurs 64/76



Probl�eme d'int �egration num�erique

�A l'aide de la m�ethode des rectangles, essayons de calculer
R2

1
dx
x en SP (le

r�esultat th�eorique est ln(2)), et ce pour plusieursnombresde rectangles :

 1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10  100  1000  10000  100000  1e+06  1e+07  1e+08

pr
éc

is
io

n 
ab

so
lu

e 
du

 r
és

ul
ta

t

nombre de rectangles
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Pr�ecision et erreur d'arrondi

A chaquearrondi, il estpossible de perdre un peu de pr�ecision, on parle d'erreur
d'arrondi. Même si une op�eration isol�ee retourne le meilleur r�esultat possible
(l'arrondi du r�esultat exact),unesuite decalculspeut conduire �a d'importantes
erreursdu fait du cumul des erreurs d'arrondi.

Pr�ecision en nombre de bits justes (pbi t s = � log2(jerr absol uej)) :

a = 1:110000000= 1:75

a0 = 1:101111111= 1:748046875

ja � a0j = 0:000000001= 0:00193125

pbi t s = 9

Si a est la valeur exacte, alors a0 repr�esente a avecun 1 bit faux (et pas 8).
En e�et , ja � a0j = 2� 9, o�u 2� 9 est le poidsdu dernierbit de a.
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Ph�enom�ene de cancellation (ou �eliminati on)

Seproduit lors de la soustractionde deux nombrestr�es proches.

b

a

résultat
exact

(a-b)

2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

partie entière partie fractionnaire

0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 

1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 00000

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 1 1 1 1 1 1 1 1 00 0 0 0 0 0 00

...2927 28

1 1 1 1 1 1 1 1 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

renormalisation

L'op�eration (a � b) est \exacte" car lesop�erandessont suppos�esexactes. Mais
si les op�erandes sont elles-m̂emes des r�esultats de calculs avec des erreurs
d'arrondi, les0 ajout�es�a droite (partie rougefonc�e) sont faux. La cancellation
est dite catastrophique quand il n'y a presque plus de chi�re s signi�c atifs.
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Ph�enom�ene d'absorption

Se produit lors de l'addition de deux nombres ayant des ordres de grandeur
tr�esdi� �erentso�u l'on peut \p erdre" le plus petit.

b

a

résultat
exact

(a+b)

0 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0

2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

partie entière partie fractionnaire

1 

0 0 0

...2927 28

1 1 1 1 1

...

...0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1

1 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1

On parle même d'absorption catastrophique dans certains cas. Exemple : en
simple pr�ecision, aveca = 230 et b = 2� 30 on a alors :

a � b = 230 et donc (a � b) 	 a = 0
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Exemple du ph�enom�ene d'absorpt ion

Calculer num�eriquement, pour de grandes valeursde N, la somme :

NX

i =1

1
i

R�esultats d'un programmeC (
ot tant SP) sur un processeur Pentium4 :

N
ordre 100000 1000000 10000000 100000000

1 ! N 1.209085e+01 1.435736e+01 1.540368e+01 1.540368e+01
N ! 1 1.209015e+01 1.439265e+01 1.668603e+01 1.880792e+01
exacte 1.209015e+01 1.439273e+01 1.669531e+01 1.899790e+01

En rouge leschi�res faux.

Source : J.-M. Muller
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Les di� �erentes sources d'erreur

problème
physique

algorithme
résolution informatique

programme
modèle

erreurs de
mesure

erreurs de
modélisation

erreurs de
méthode

erreurs
d'arrondi

�A notre niveau, on peut \seulement" travailler pour proposer desalgorithmes
num�eriques avec de plus petites erreurs de m�ethode et des implantations
logicielles qui mâ�trisent mieux les probl�emes d'arrondi.

En pratique, pour obtenir de bons r�esultats, il faut concevoir des algorithmes
en prenant en compte d�es le d�ebut leserreursd'arrondi.
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Des erreurs num�eriques qui causent des catastrophes

� Le 25 f�evrier 1991,�a Dharan en ArabieSaoudite, un missile(anti-missile)
Patriot am�ericain loupe un missileScud iraquien. Ceci provoqua la mort
de 28 personneset plus d'une centaine de bless�es.

� Perte d'uneplate-forme p�etroli�ere en mer du nord, au largede la Norv�ege,
le 23 aôut 1991: coût estim�e �a 700 M$.

� En 1982 �a la bourse de Vancouver, les calculs sur un indice nouveau, de
valeur initiale 1000.0, sont tronqu�es (plutôt qu'arrondis). Apr�es 22 mois
la valeur de l'indicecalcul�e est de 520 au lieu de 1098.892.. .

� Liensweb :
I http://www.ima.umn.edu/~arnold /disasters/disasters.html

I http://ta.twi.tudelft.nl/nw/us ers/vuik/wi211/disasters.html

I http://www5.in.tum.de/~huckle/ bugse.html
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Explosion du vol Ariane 501

Le 4 juin 1996,lors de sonpremier vol, la fus�eeeurop�eenne Ariane5 explose30
secondesapr�esson d�ecollagecausant la perte de la fus�ee et de son chargement
estim�e �a 500 M$.

Apr�es deux semaines d'enqûete, un probl�eme est trouv�e dans le syst�eme de
r�ef�erenceinertiel. La vitesse horizontale de la fus�ee par rapport au sol �etait
calcul�eesur des
ott ants 64 bits. Dans le programme du calculateur de bord, il
y avait une conversion de cette valeur 
ottan te 64 bits versun entier sign�e 16
bits. Malheureusement, rien n'�etait fait pour tester que cette conversion�etait
bien possiblemath�ematiquement (sans d�epassement de capacit�e). . .
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Un petit programme rigolo

Que fait le programme suivant, dû �a Gentleman 3 ?

# i nc l ude < st d i o . h>

i n t main ( ) f
f l o a t a = 1. 0 , b = 1. 0;

wh i l e ( ( ( ( a + 1. 0) � a) � 1. 0) == 0. 0)
a = 2.0 � a ;

wh i l e ( ( ( ( a + b) � a) � b) != 0. 0)
b = b + 1. 0;

p r i n t f ( " Gent leman : %f nn" , b ) ;

r et u r n 0;
g

3W. M. Gentleman, More on algorithms that reveal properties of 
oating point arithmetic units,
Communications of the ACM, vol. 17, n. 5, 1974.
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Un peti t programme rigolo (suite)

Dans le casde notre repr�esentation de test (1; 3; 3), on a :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 10 12 14

a=1 a=2
a=4 a=8

b=1 b=2

a b tests e�ectu�es

1:0 1:0 ((a + 1:0) � a) � 1:0 = ((2:0) � a) � 1:0 = (1:0) � 1:0 = 0

2:0 1:0 ((a + 1:0) � a) � 1:0 = ((3:0) � a) � 1:0 = (1:0) � 1:0 = 0

4:0 1:0 ((a + 1:0) � a) � 1:0 = ((5:0) � a) � 1:0 = (1:0) � 1:0 = 0

8:0 1:0 ((a + 1:0) � a) � 1:0 = (( 8:0|{z}
r oun d(9 )

) � a) � 1:0 = (0:0) � 1:0 = � 1:0

8:0 1:0 ((a + b) � a) � b = (( 8:0|{z}
r oun d(9 )

) � a) � b = (0:0) � b = � 1:0

8:0 2:0 ((a + b) � a) � b = ((10:0) � a) � b = (2:0) � b = 0:0
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Un petit programme rigolo (�n)

Le programme de Gentleman retourne la base utilis�ee par les unit�es de calcul

ottant du processeur (2 dans le cas de mon PC avec un Pentium III).

Pourquoi?

1 1 b b

a/2 ... a-2 a-1 a a+ba+1 a+2 ... a+b

� premi�ere boucle : recherchede a repr�esentable tel que a + 1 ne soit pas
repr�esentable

� deuxi�eme boucle : recherche de b repr�esentable tel que a + b soit
repr�esentable

� le r�esultat est b = � la baseinternede l'unit�e 
otta nte
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Fin

Questions?

Pour me contacter :
� arnaud.tisserand@ens- lyon.fr
� http://perso.ens- lyon.fr/arnaud.tisserand/
� Laboratoire LIP. ENSLyon. 46 all�eed'Italie. F-69364Lyon cedex07.

Merci.
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Annexes
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Repr�esentation des entiers relati fs

Il existe di� �erentesrepr�esentations possibles pour les entiers sign�es :
� signeet magnitude (valeur absolue)

A = (saan � 2 : : : a1a0) = (� 1)sa �
n � 2X

i =0

ai 2i

� compl�ement �a (la base)deux

A = (an � 1an � 2 : : : a1a0) = � an � 12n � 1 +
n � 2X

i =0

ai 2i

� biais�ee (souvent B = 2n � 1 � 1)

A = Ama th + B

� . . .
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Repr�esentation des entiers relati fs (suite)

1111
1110
1101
1100
1011
1010
1001
1000
0111
0110
0101
0100
0011
0010
0001
0000

biaiséecomplément 2signe/magnitude

valeurs

bits

-0
-1
-2
-3
-4
-5
-6
-7

0
1
2
3
4
5
6
7

0
1
2
3
4
5
6
7

-8
-7
-6
-5
-4
-3
-2
-1

(B=7)

-7
-6
-5
-4
-3
-2
-1
0
1
2
3
4
5
6
7
8
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Repr�esentation des entiers relati fs (suite)

-8
-7
-6
-5
-4
-3
-2
-1
0
1
2
3
4
5
6
7
8

0111
0110
0101
0100
0011
0010
0001
0000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111
0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111

1111
1110
1101
1100
1011
1010
1001
1000
0111
0110
0101
0100
0011
0010
0001
0000

biaisée
(B=7)

complément 2signe/magnitudeentier

représentations
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Trace de l'ex�ecution du programme d' int �egration

10 8.410365e� 02
20 3.964663e� 02
50 1.533222e� 02

100 7.583203e� 03
200 3.769578e� 03
500 1.501383e� 03

1000 7.505436e� 04
2000 3.938694e� 04
5000 1.571794e� 04

10000 6.193113e� 05
20000 2.453346e� 04
50000 2.440791e� 04

100000 2.556424e� 04
200000 2.688150e� 04
500000 2.406953e� 03

1000000 9.144427e� 03
2000000 1.050532e� 02
5000000 3.374992e� 03

10000000 2.150589e� 02
20000000 3.068528e� 01
50000000 1.931472e� 01
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Trace de l'ex�ecution du programme de Gentleman
a = 1.000000 b = 1.000000

� � � boucl e 1 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
64 i t �er a t i on ( s)

a = 18446744073709551616.000000
a + 1.0 = 18446744073709551616.000000

( a + 1. 0) � a = 0.000000
( ( a + 1. 0) � a) � 1.0 = � 1.000000

� � � boucl e 2 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
b = 1.000000

a + b = 18446744073709551616.000000
( a + b) � a = 0.000000

( ( a + b) � a) � b = � 1.000000
1 i t �er a t i on ( s)

b = 2.000000
a + b = 18446744073709551616.000000

( a + b) � a = 2.000000
( ( a + b) � a) � b = 0.000000

Gent leman : 2.000000
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