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Chapitre 1Graphes planaires
1.1 Dé�nitions de baseLes notions étudiées 
i-après de planarité, sont parmi les notions les plus déli
atesà présenter de la théorie des graphes 
ar elles utilisent de la topologie (notions de voi-sinage) de la géométrie (
oordonnées, distan
es) et de la 
ombinatoire (gestion de tousles asso
iations possibles).Cependant l'étude des graphes planaires est indispensable en imagerie, 
ar touteimage 2D peut être représentée par un graphe planaire.Dé�nition 1 Un graphe G = (X,E) non orienté est dit planaire s'il admet une repré-sentation dans le plan dans laquelle les arêtes ne se 
roisent qu'aux sommets.Une représentation planaire d'un graphe est appelée un graphe planaire topologiqueou plongement, on la notera φ(G). On posera |X| = n et |E| = m.Tous les graphes ne sont pas planaires, ainsi K3,3 et K5 ne le sont pas.Un graphe planaire peut avoir plusieurs plongement planaires non isomorphes.Dans un plongement planaire on asso
ie à 
haque sommet un point du plan et lesarêtes sont des 
ourbes 
ontinues du plan "ar
s de Jordan". Cependant pour l'usage quenous en ferons nous pouvons faire l'hypothèse que les arêtes sont représentées par deslignes polygonales (suite �nie de segments de droites).Commençons par quelques dé�nitions de topologie :Dé�nition 2 U un ensemble de points de R2 est appelé un ouvert, s'il véri�e :

∀p ∈ U, ∃ǫ > 0 tel que ∀p′ véri�ant d(p, p′) ≤ ǫ alors p′ ∈ U .Les deux dé�nitions suivantes utilisent un plongement planaire φ(G) de G.3



4 CHAPITRE 1. GRAPHES PLANAIRESDé�nition 3 O un ouvert de R2 est appelé une région de R2 par rapport à φ(G), s'ilvéri�e :
∀p, p′ ∈ O, il existe une ligne polygonale qui va de p à p' sans 
roiser d'arête de

φ(G).Dé�nition 4 Une région F maximale est appelée une fa
e de φ(G).La version restreinte du théorème de Jordan :Théorème 1 Une ligne polygonale simple fermée partage le plan en 2 régions (l'inté-rieur et l'extérieur).Soit F l'ensemble des fa
es de φ(G), on notera |F | = f et f = f0 + 1 où f0 représentele nombre de fa
es �nies.Théorème 2 Si G est 
onnexe, pour tout plongement planaire φ(G) de G véri�e larelation d'Euler :
n−m+ f = 2Preuve: La preuve se fait à l'aide d'une indu
tion simple sur le nombre de sommets.� Pour n = 1.Lorsque m = 0, il n'y a qu'une fa
e et la relation est véri�ée. On pro
ède alors parindu
tion sur le nombre d'arêtes en remarquant qu'un tel graphe est 
onstitué dem bou
les sur l'unique sommet. Si on 
onsidère une bou
le, d'apres le théorèmepré
édent elle sépare le plan en deux. On peut don
 enlever une bou
le et 
elarevient à enlever exa
tement une fa
e et don
 
ela mar
he par indu
tion.� Dans le 
as où n > 1.Comme G est 
onnexe il admet au moins une arête e = [a, b]. On 
ontra
te 
ettearête, 
ela nous donne un nouveau graphe G′ ayant une arête et un sommet demoins. Cette opération ne peut ni supprimer ni 
réer de fa
e don
 on peut 
on
lureen utilisant l'hypothèse d'indu
tion. �Il existe une autre preuve dire
te, basée sur la 
onstru
tion d'un arbre re
ouvrant Tde φ(G). À 
haque arête du 
oarbre de φ(G) on asso
ie l'arête 
orrespondante du dual.Cela nous permet de 
onstruire un arbre re
ouvrant de φ(G)d. Don
 m = n− 1 + f − 1.Cette très jolie preuve est tirée de [?℄.En 
onséquen
e le nombre de fa
es de φ(G) ne dépend pas du plongement de φ (nedépend que des nombres de sommets et d'arêtes).On peut aussi remarquer que les fa
es �nies de G supposé 
onnexe 
onstituent unebase de l'espa
e des 
y
les et l'on a :



1.2. DUALITÉ 5
f0 = m−n+1 = ν(G) formule du nombre 
y
lomatique d'un graphe, i.e. la dimensionde l'espa
e ve
toriel des 
y
les de G, 
e qui engendre une autre preuve de la relationd'Euler.Cette égalité n'implique pas que pour tout 
y
le µ de G, il existe un plongement

φ(G) dans lequel 
e 
yle µ soit une fa
e (pour s'en 
onvain
re, il su�t de 
onsidérer un
y
le à 4 sommets muni de deux diagonales K4).Remarque : En fait la relation d'Euler est valable pour un plongement sur unesurfa
e orientable S de genre genre(S) :
n−m+ f = 2 − 2genre(S)Rappelons que le genre de la sphère est 0, surfa
e équivalente au plan, don
 aussi degenre 0.Corollaire 1 Un polyèdre 
onvexe P de R3 ayant n sommets, f fa
es et m arêtes véri-�e :n−m+ f = 2.En e�et on peut représenter sans 
roisement sur la sphère un tel polyèdre. En prenantune fa
e quel
onque du polyèdre 
omme fa
e in�nie on peut obtenir une représentationplane de P sur lequel on applique la formule d'Euler.Cette formule n'est plus valable si le polyèdre admet des trous, il y a des 
ontrexemples.1.2 DualitéDé�nition 5 A tout plongement planaire φ(G) d'un graphe G = (X,E), on peut as-so
ier son dual, i.e. un autre graphe φ(G)d dont les sommets sont les fa
es de φ(G) etl'adja
en
e entre fa
es est dé�nie par les arêtes 
ommunes aux deux fa
es dans φ(G). À
haque arête 
ommune aux deux fa
es, on asso
ie une arête dans φ(G)d. Ainsi même si

φ(G) est un graphe simple, φ(G)d peut être un multigraphe.Une représentation planaire de φ(G)d s'obtient aisément, il su�t de mettre un pointau milieu de 
haque fa
e de φ(G) et de les relier à toutes les fa
es adja
entes.Exemple 
élèbre : le diagramme de Voronoi [?℄ et la triangulation de Delaunay(Charles Eugène Delaunay, mathémati
ien Français 1816-1872), sont deux graphes pla-naires duaux dé�nis à partir d'un ensemble de points.Ainsi φ(G)d admet f sommets et m arêtes (
ar une arête de φ(G)d 
orrespond exa
-tement à une arête de φ(G)).Il est fa
ile de véri�er que (φ(G)d)d est isomorphe à φ(G) si et seulement si G est
onnexe. En e�et le passage au dual préserve la 
onnexité, mais si un graphe admet plu-sieurs 
omposantes 
onnexes son plongement φ(G) aussi. Cependant (φ(G)d) est 
onnexe



6 CHAPITRE 1. GRAPHES PLANAIRES(grâ
e à la fa
e in�nie) et don
 aussi (φ(G)d)d qui ne peut don
 pas être isomorphe à
φ(G).Cependant il existe des graphes (par exemple un 
yle ave
 deux arêtes pendantes)pour lesquels tous les plongements bien que 
ombinatoirement isomorphes ne sont pastopologiquement équivalents (sur l'exemple du 
yle, suivant que l'on mette les deuxarêtes pendantes dans la même fa
e ou non). Ces deux plongements même s'ils sont
ombinatoirement isomorphes, ne sont pas topologiquement équivalents.Ainsi il existe des graphes planaires G possédant deux plongements φ(G) et φ′(G)tels que φ(G)d et φ′(G)d ne sont pas 
ombinatoirement isomorphes.En outre on peut montrer :Un graphe n'admet qu'un plongement planaire (à un isomorphisme près préservantla topologie) s'il est 3-
onnexe. Dans un tel 
as on peut vraiment parler du graphe dual
Gd d'un graphe planaire G.1.3 Cas parti
ulier des graphes simplesOn dit qu'un graphe G est simple s'il n'admet ni bou
le ni arête multiple. Pour ungraphe planaire être simple implique que pour tout plongement les fa
es ont au moinstrois arêtes :

∀α ∈ F , degre(α) ≥ 3d'où : 2m =
∑

α∈F degre(α) ≥ 3f ,et don
 f ≤ 2m
3
.En reportant dans la formule d'Euler, on obtient :

m = n− 2 + f ≤ n− 2 + 2m
3

d'où : m ≤ 3n− 6De même on a f ≤ 2m
3

≤ 2/3(3n− 6), 
'est à dire :
f ≤ 2n− 4 .On peut retenir que pour les graphes planaires simples m, f ∈ O(n).1.4 Exer
i
es1. On 
onsidère un graphe planaire G et un de ses plongement φ(G), montrer quepour toute fa
e F de φ(G), il existe un plongement ψ(G) dans lequel F est la fa
ein�nie.2. Montrer en utilisant la formule d'Euler que K3,3 et K5 ne sont pas planaires.Proposer une autre preuve, sans utiliser la formule d'Euler.



1.5. GRAPHES PLANAIRES MAXIMAUX 73. K3,3 et K5 sont-ils plongeables planairement sur un tore, un ruban de Moebius ?4. Montrer qu'un graphe planaire simple admet au moins un sommet de degré infé-rieur ou égal à 5.En déduire qu'un ballon de football ne peut être uniquement réalisé par 
outuresde piè
es de 
uir hexagonales.5. Déduire aussi de 
ette propriété un 
odage e�
a
e en mémoire d'un graphe pla-naire. Pré
iser le nombre de bits né
essaires pour 
oder un graphe planaire ayant
n sommets.6. Montrer que toute triangulation d'un polygone à n 
�tés utilise exa
tement n− 3diagonales pour 
réer n− 2 triangles.7. Les solides platoni
iens. Montrer qu'il n'existe que 5 solides ou polyèdres qui soientréguliers de degré k et dont toute fa
e soit un polygone régulier à d 
�tés.1.5 Graphes planaires maximauxNous appelerons graphe planaire maximal un graphe simple planaire G, tel quel'ajout d'une arête lui fasse perdre 
ette planarité.Il est fa
ile de véri�er que dans un tel graphe toute fa
e est un triangle (même la fa
ein�nie) et le nombre d'arêtes véri�e m = 3n − 6. En fait, nous avons les équivalen
essuivantes pour un graphe simple et planaire G :

G est maximal ssi toute fa
e est un triangle ssi m = 3n− 6.De tels graphes sont presque 
omposés de 3 arbres re
ouvrants (
e qui ferait 3n-3arêtes) et il y a eu de nombreux travaux de re
her
he sur 
e sujet.
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Chapitre 2Cartes 
ombinatoires
2.1 Introdu
tionDé
rire un objet uniquement par ses bords n'est pas su�sant (voir Figure ??), on abesoin d'informations supplémentaires telles que les relations d'in
iden
e entre les fa
es,arêtes et sommets : on a besoin de 
onnaître la topologie de l'objet.On stru
ture l'objet en 
ellules (sommets, fa
es, arêtes) appelées subdivision del'espa
e. C'est une modélisation 
ombinatoire de la topologie de l'ensemble des pointsdé�nissant l'objet géométrique 
onsidéré. Il su�t de 
ompléter 
ette modélisation topo-logique en asso
iant un plongement à 
haque 
ellule (voir Figure ??) pour en avoir unedes
ription 
omplète (topologie + géométrie).Représenter expli
itement la topologie et la séparer de la géométrie présente plusieursavantages :� il est très di�
ile (don
 ine�
a
e) de déduire les propriétés topologiques d'un objetà partir de sa géométrie. Or 
es propriétés topologiques permettent de véri�er

?

Fig. 2.1 � représentation par bords9
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structuration en cellules représentation combinatoire

de la topologie

plongement

Fig. 2.2 � modélisation topologique et plongementl'exa
titude d'un objet lors de sa 
onstru
tion, d'aider à sa re
onnaissan
e...� les information topologiques stru
turent les informations géométriques et per-mettent une manipulation e�
a
e de 
es dernières ;� les erreurs d'approximations peuvent faire 
roire que deux arêtes sont disjointes,la 
onnaissan
e de la topologie de l'objet permet d'éviter 
ela.� on peut asso
ier plusieurs modèles de plongement à la topologie de l'objet (� vueé
latée �).2.2 Les 2-
artesdé�nitions préalables :� une involution σ dans un ensemble E est une permutation qui satisfait σ(σ(x)) =
x.� un point �xe d'une fon
tion f est tel que f(x) = x.Dé�nition 6 (2-
arte) Une 2-
arte est un triplet M(D.α0, α1) où :� D est un ensemble �ni de demi-arêtes (brins) ;� α0 est une involution sans point �xe sur D ;� α1 est une permutation dans D.Dé�nition 7 (orbite) Soit un ensemble D et P = {p1, . . . , pk} un ensemble de per-mutations dans D, soit < P > le groupe engendré par {p1, . . . , pk}, l'orbite d'un brin

x ∈ D par P est l'ensemble < P > (x) = {y = ρ(x) où ρ ∈< P >}11ρ est une 
omposition d'un nombre quel
onque d'appli
ations pi, . . . , pj
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D 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
α0 2 1 4 3 6 5 8 7 10 9 12 11 14 13 16 15 18 17 20 29
α1 13 5 9 5 4 7 6 14 2 12 8 10 1 11 20 17 16 19 18 15Fig. 2.3 � un exemple de 2-
arteexemples :� un sommet est dé�ni par < α1 > (x)
<α1>(14) = {14, 11, 8} 
ar α1(14) = 11, α2

1(14) = 8 et α3
1(14) = 14,� une arête par <α0>(x)� une fa
e par <α−1

1 ◦ α0>(x)� et une 
omposante 
onnexe par <α0, α1>(x)2.3 Les 
artes généraliséesLes 
artes généralisées sont une extension des 
artes, elles permettent notamment demodéliser des objets non-orientables.Dé�nition 8 (
arte généralisée) Une 
arte généralisée de dimension n (n > −1), oùn-g-
arte est un n+2-uplet G = (B, α0, . . . , αn) où :� B est un ensemble �ni de brins.� α0, . . . , αn sont des involutions sur B telles que :� ∀i ∈ {0, . . . , n− 1}, αi est sans point �xe.� ∀i ∈ {0, . . . , n− 2}, j ∈ {i+ 2, . . . , n}, αi ◦ αj est une involution2Soit une n-g-
arte G = (B, α0, α1, . . . , αn), un brin b ∈ B est dit libre si αn(b) = b ;
G est dite fermée si αn est sans point �xe (il n'y a pas de brins libres), ouverte sinon.2Cette 
ondition impose que les 
outures soient réalisées de manière régulière : si un brin b d'unearête est 
ousu alors le brin α0(b) l'est aussi (et pas n'importe 
omment...).



12 CHAPITRE 2. CARTES COMBINATOIRESLe bord d'une n-g-
arte (le bord de l'objet modélisé) est l'ensemble des brins libres dela g-
arte.De la même manière que pour les 
artes on dé�nit les di�érentes 
ellules (sommets,arêtes, fa
es) d'une 
arte généralisée à partir de la notion d'orbite, ainsi :� un sommet est dé�ni par <α1, . . . , αn>(x),� une arête par <α0, α2, . . . , αn>(x),� et une fa
e par <α0, α1, α3, . . . , αn>(x).in
iden
e entre 
ellulesSoit une n-g-
arte G = (B, α0, α1, . . . , αn) et C = (B′, α0, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn) unei-
ellule de G :� b ∈ B est in
ident à C si b ∈ B′.� Ci et Cj(i 6= j) sont in
identes si il existe b ∈ B in
ident à ci et Cj .� Ci et Ci′ sont adja
entes à la dimension j, ou j-adja
entes, si il existe une 
ellule
Cj in
identes à Ci et Ci′.� Ci et Ci′ sont adja
entes si elles sont (i-1)-adja
entes.2.3.1 orientabilité et nombre de bords d'une n-g-
arteOrienter un objet revient à orienter un ensemble de fa
es pour dé�nir l'intérieur etl'extérieur du volume. Cela peut permettre par exemple de déterminer les fa
es visiblesselon un point de vue. En fait orienter 
onsiste à dé�nir un sens de par
ours des arêtes,des fa
es, tel que 
haque arête soit par
ourue une fois dans 
haque sens.Proposition 1 Soit une n-g-
arte fermée G = (B, α0, α1, . . . , αn) et b ∈ B,� G est orientable si <αnα1, . . . , αnαn−1>(b) 6= B, non orientable sinon.� G est orientable si α0(b) 6=<α0α1, . . . , α0αn>(b), non orientable sinon.2.3.2 
ara
téristiques d'une 2-g-
arteLe nombre de bords, le 
oe�
ient d'orientabilité et le genre permettent de 
ara
té-riser des surfa
es dans l'espa
e. Il n'existent pas de telle 
ara
térisation pour n ≥ 3.Théorème 3 (Lienhardt 88) Toute 3-g-
arte dé�nit la topologie d'une subdivision desurfa
e, orientable ou non, fermée ou non.Ré
iproquement, la topologie de toute subdivision de surfa
e peut être dé�nie par une2-g-
arte.



2.3. LES CARTES GÉNÉRALISÉES 13quelques dé�nitions :Bords : δ(G) = (B′, α′
0, . . . , α

′
n) ave
 B′ = {b ∈ B/αn(b) = b}Nombre de bords : 
'est le nombre de 
omposantes 
onnexes de δ(G), il est noté b(G).Cara
téristique d'Euler : E(G) = Z(α0α1)+Z(α1α2)+Z(α2α0)−|B|

2
où Z(o) est le nombred'orbite de la permutation o.Genre : g(G) = 1 − E(G)+b(G)+q(G)

2quelques remarques :� Si G est 2-G-
arte fermée, Z(α0α1)/2 est le nombre de fa
es, Z(α1α2)/2 est lenombre d'arêtes, Z(α2α0)/2 est le nombre de sommet.� E(G) = #f + #a + #s − |B|
2

= #s + #a − 2 × |B|
4

+ #f , on retrouve alors laformule générale 
lassique :
E(G) = #s− #a + #f .� Dans les graphes planaires, la formule d'Euler est donnée par E(G) = 2 − 2g. I
i
g = 1− E+b+q

2
soit E = 2−2g+b+q. Or un graphe planaire est fermé et orientable,don
 b = 0 et q = 0.
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Chapitre 3Géométrie de la grille
3.1 Théorème de Pi
k [?℄On 
onsidère un polygone simple (i.e. sans 
roisement) dont les sommets sont situéssur un quadrillage re
tilinéaire régulier (autrement dit à 
oordonnées entières).Théorème 4 Pi
k S(P ) = I(P ) +B(P )/2 − 1Où S(P), I(P), B(P) représentent respe
tivement la surfa
e de P exprimée en unités duquadrillage (ou pixels), le nombre de points du quadrillage situés à l'intérieur de P et lenombre de points du quadrillage.Remarque 1 Cette formule est remarquablement simple et très élégante, 
ar elle ex-prime une surfa
e 
omme une somme, en outre elle est très utile.Lemme 1 La formule est vraie pour les re
tangles et les triangles re
tangles.Preuve: La formule se démontre aisément par indu
tion sur n pour un re
tangle detaille m.n. La réponse pour les triangles re
tangles s'en déduit immédiatement.Lemme 2 On 
onsidère deux polygones P, P ′ n'ayant qu'un 
�té MN en 
ommun. Alorssi Q = P + P ′ et si P ′ véri�e la formule de Pi
k, nous avons :

P véri�e la formule si et seulement si Q véri�e la formule.Preuve: Il su�t de montrer que : S(P ) − I(P ) − B(P )/2 = S(Q) − I(Q) − B(Q)/2.Pour 
e faire remarquons que :
S(Q) = S(P ) + S(P ′) 15
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I(Q) = I(P ) + I(P ′) + x où x représente le nombre de points du quadrillage appar-tenant à ]M,N [. B(Q) = B(P ) +B(P ′) − 2x− 2Don
 S(Q)−I(Q)−B(Q)/2 = S(P )−I(P )−B(P )/2+S(P ′)−I(P ′)−B(P ′)/2+1,et 
omme P ′ véri�e la formule de Pi
k, nous avons :
S(Q) − I(Q) − B(Q)/2 = S(P ) − I(P ) −B(P )/2Preuve du théorème : Un triangle quel
onque peut se transformer en un re
tanglepar ajout de triangles re
tangles (il su�t de 
onsidérer le re
tangle du quadrillage englo-bant 
e triangle). Et don
 en utilisant les deux lemmes pré
édents, les triangles véri�entla formule de Pi
k.Considérons maintenant un polygone quel
onque P . On 
ommen
e par 
al
uler unetriangulation de P . Le lemme pré
édent nous permet d'en déduire la validité de laformule sur P .On trouvera une preuve très intéressante du théorème de Pi
k par [?℄ 
omme 
onsé-quen
e de la formule d'Euler (
f. le problème de juin 99).3.1.1 Exer
i
es1. Comment se 
omporte la formule si l'on tolère que le polygone P admet k trous ?2. A-ton une formule du même genre sur un maillage hexagonal ?3.2 Droites dis
rètes



Chapitre 4Problèmes de re
her
heOn 
onnait peu de 
hoses sur le problème suivant, en parti
ulier il est non 
lassé (i.e.on ne sait s'il appartient à P ou NP).Nom : Triangulation minimaleDonnées : n points du planRe
her
he : Trouver une triangulation qui minimise la somme des longueurs.Bien entendu la triangulation de Delaunay ne fournit pas toujours une solution op-timale. On peut essayer de résoudre le problème en posant des 
onditions sur les points.Le graphe de visibilité d'un polygone simple du plan, est un graphe dont les sommetssont 
eux du polygone et l'on met une arête entre deux sommets du graphe lorsque lessommets 
orrespondants du polygone se "voient".Nom : Graphe de visibilitéDonnées : G = (X,E) un graphe non orientéRe
her
he : Construire le polygone dont il est le graphe de visibilité.On ne sait même pas si 
e problème (la version problème de dé
ision) est dans NP.Il a été montré que pour dessiner le polygone asso
ié à un graphe de visibilité donnéil fallait prévoir une grille de taille au moins exponentielle en la taille du graphe (Lin,Skiera).Doit-elle être doublement exponentielle ?
17
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Chapitre 5Énumération
5.1 Séries génératri
esLes séries génératri
es permettent de passer de l'étude d'un individu ou d'une ins-tan
e à l'étude d'une famille et d'exploiter des propriétés générales sur 
es familles (engénéral des propriétés ré
ursives).Ainsi quand on veut 
al
uler une suite an, il est souvent préférable d'étudier la sériegénératri
e asso
iée A(z) =

∑
n≥0 anz

n. L'idée est de traduire les équations de ré
urren
esur la suite an, a�n d'en déduire une équation en A(z) que l'on va résoudre.Une telle série génératri
e est à 
onsidérer i
i 
omme un objet formel. On peut ene�et dé�nir formellement un produit sur 
es séries.Ainsi à partir de A(z) =
∑

n≥0 anz
n et B(z) =

∑
n≥0 bnz

n on peut 
onstruire leurproduit (de 
onvolution) :
A(z).B(z) =

∑
n≥0 cnz

n où cn =
∑n

i=0 ai.bn−i.L'élément neutre de 
e produit est la série 1 (i.e. la série A(z) =
∑

n≥0 anz
n, où

a0 = 1 et ai = 0, ∀i > 0). On obtient ainsi une stru
ture d'anneau sur les séries.Ce
i nous permet déja d'obtenir quelques identités remarquables : À partir de (1 +
z)r =

∑
k≥0C

k
r z

k, en remarquant que : (1 + z)r(1 + z)s = (1 + z)r+s, on en déduit :
∑k=n

k=0 C
k
rC

n−k
s = Cn

r+s, pour tout n ≥ 0. Cette formule est appellée l'égalité de Vander-monde (mathémati
ien français 1735 -1796).En outre la série 1 − z est l'inverse de la série 1 + z + z2 . . .. En e�et en utilisantla dé�nition 
i dessus du produit, on peut véri�er que (1 − z)(1 + z + z2 . . .) = 1. Onnotera 1
1−z = 1 + z + z2 . . ..De même on peut dé�nir formellement une dérivation, une intégration, mais aussides log et autres sinus, 
osinus, en fait dès qu'un développement en série est 
onnu. Par19



20 CHAPITRE 5. ÉNUMÉRATIONailleurs nous n'utiliserons 
es séries 
omme des fon
tions de z, que pour remarquer quesi A(z) =
∑

n≥0 anz
n, alors A(0) = a0.Comme 1

1−z = 1 + z + z2 . . . et que la dérivée de 1
1−z est 1

(1−z)2 ainsi nous obtenonsl'identité :
1

(1−z)2 =
∑

n≥0(n+ 1)zn.Nous allons voir l'intérêt de 
es séries génératri
es sur deux autres exemples.5.1.1 Appli
ationsFibona

i Considérons la suite de Fibona

i :
F0 = 0, F1 = 1 et Fn = Fn−1 + Fn−2 pour n ≥ 2.Pour transmetre 
ette dé�nition à la série génératri
e F (z) =

∑
n≥0 Fnz

n, il su�tde remarquer :
F (z) = F0 + F1z + F2z

2 ... + Fnz
n . . .

zF (z) = F0z + F1z
2 ... + Fn−1z

n . . .

z2F (z) = F0z
2 ... + Fn−2z

n . . .Ce qui donne l'égalité : F (z) − zF (Z) − z2F (Z) = z, d'où F (z) = z
1−z−z2 .Nous savons que :

1
1−αz = 1 + αz + . . .+ αnzn . . . il su�t don
 de résoudre de système :

z
1−z−z2 = A

1−αz + B
1−βz
'est à dire :

z
1−z−z2 = A(1−βz)+B(1−αz)

(1−αz)(1−βz) = A+B−(Aβ+Bα)z
1−(α+β)z+αβz2En identi�ant on obtient A = −B, αβ = −1, α + β = 1.Don
 α et β sont les ra
ines de l'équation : z2 − z − 1 = 0 et A = 1

α−β 
.a.d.
φ = 1+

√
5

2
≈ 1, 61803 (le nombre d'or) et ψ = 1−

√
5

2
≈ −0, 61803.Ainsi on remarque :

z
1−z−z2 = 1√

5
( 1

1−φz − 1
1−ψz )On en déduit don
 en identi�ant le 
oe�
ient de zn, que :

Fn = 1√
5
(φn − ψn).Formule démontrée par Euler en 1765, retrouvée par Binet en 1843. Lorsque n estgrand Fn ≈ 1√

5
φn.Une fois 
ette formule obtenue, si l'on n'a

epte pas le passage par les séries géné-ratri
es, on peut toujours la démontrer par indu
tion :Elle est véri�ée pour n = 0 
ar F0 = 1√

5
(1 − 1) = 0, et pour n = 1, 
ar F1 =

1√
5
(φ− ψ) = 1√

5
(
√

5) = 1.



5.1. SÉRIES GÉNÉRATRICES 21Supposons que ∀k ≤ n, Fn = 1√
5
(φn − ψn).

Fn+1 = Fn + Fn−1 = 1√
5
(φn + φn−1 − ψn − ψn−1)D'où Fn+1 = 1√

5
(φn−1(1 + φ)− ψn−1(1 + ψ)), 
omme 1 + φ = φ2 et 1 + ψ = ψ2 ona :

Fn+1 = 1√
5
(φn−1φ− ψn−1ψ2) = 1√

5
(φn+1 − ψn+1). Et voila le travail !Remarque : Certains auteurs dé�nissent la suite des nombres de Fibona

i ave
les 
onditions initiales : F0 = 1, F1 = 1 et dans 
e 
as l'équation devient : F (z) =

1
1−z−z2 et l'on obtient Fn = 1√

5
(φn+1 − ψn+1).Exer
i
e : Montrer que deux nombres 
onsé
utifs de Fibona

i sont premiersentre eux.Catalan Considérons bn le nombre d'arbores
en
es binaires 
omplètes à n noeuds (som-mets internes). rappelons que dans une arbores
en
e 
omplète, 
haque sommet nonfeuille admet exa
tement deux �ls.Par 
onvention b0 = 0 et il est fa
ile de voir que :

bn =
∑i=n−1

i=1 bibn−i−1 pour n ≥ 2. Cette égalité ne fait que traduire qu'une ar-bores
en
e à n noeuds peut s'obtenir en ajoutant une ra
ine et en y 
ollant unearbores
en
e ayant i noeuds et une ayant n-k-i noeuds.Cette relation fait penser au produit de 
onvolution.
B(z) =

∑
n≥0 bnz

n = 1 +
∑

n≥2(
∑i=n−1

i=0 bibn−i−1)z
nD'où la relation : B(z) = 1 + zB2(z)Une équation du se
ond degré en B(z) qui admet deux ra
ines :

1+
√

1−4z
2z

et 1−
√

1−4z
2z

.Comme B(0) = b0 = 0, en prenant la limite lorsque z tend vers 0, on en dé-duit que la seule ra
ine possible est 1−
√

1−4z
2z

. Il su�t maintenant de trouver ledéveloppement en série de 
ette ra
ine.En fait √1 − 4z = (1 − 4z)
1

2 =
∑

n≥0C
n
1

2

(−4n)zn.Car la formule : (1+z)r =
∑

k≥0C
k
r z

k est valide ave
 r réel quel
onque, en posant :
Ck
r = r(r−1)...(r−k+1)

k!D'où √
1 − 4z =

∑
k≥0

1/2(−1/2)(−3/2)...(3−2k)/2
k!

(−4z)k

= 1 +
∑

k≥1(−1)k−1 (2k−2)!(−4)kzk

k!2k2k−1(k−1)!

= 1 −
∑

k≥1
(2k−2)!2
k!(k−1)!

zkD'où B(z) = 1−
√

1−4z
2z

=
∑

n≥1
(2(n−1))!
n!(n−1)!

zn−1.d'où en identi�ant le 
oe�
ient de zn :bn = 1
n+1

Cn
2n.



22 CHAPITRE 5. ÉNUMÉRATIONExer
i
e : Trouver une autre preuve de 
e résultat, par indu
tion par exemple.Un autre usage très intéressant des séries génératri
es en analyse d'algorithmes,revient à poser, pour un algorithme A donné et une taille de donnée k �xée :
an = la probabilité que l'algorithme A utilise n opérations.Naturellement : ∑

n≥0 an = 1.On 
onsidère alors la série générati
e : G(z) =
∑

n≥0 anz
n.Et G′(1) est la valeur moyenne du nombre d'opérations de A, de même on peutobtenir la varian
e à partir de G′′(1).5.2 DénombrementsLe nombre de 
hemins di�érents d'un quadrillage allant du point (0, 0) au point de
oordonnées (p, q) n'utilisant que des liens W ou N est exa
tement :

Cn
n+m = Cm

n+m.De même Cn
2n est le nombre de 
hemins du NE,SE de longueur 2n dont l'origine etl'extrémité ont la même abs
isse (Chemins du grand Dy
k).Mots de Dy
k Ce sont les mots ω ∈ {x, y}∗ ayant autant de x que de y, et dans lequeltout fa
teur gau
he u de ω (i.e. ω = u.v) véri�e |ux| ≥ |uy|.Ils satisfont à la grammaire :

D = ǫ+ xDyDOn peut leur asso
ier une représentation graphique en interprétant x (resp. y)
omme un lien NE (resp. SE), et 
ela donne des 
hemins qui sont toujours audessus de l'axe des abs
isses.On peut établir une bije
tion entre les mots de Dy
k de longeur 2n et les arbores-
en
es 
omplètes ayant 2n+ 1 sommets dont n sommets internes et n+ 1 feuilles.Mais aussi ave
 les di�érentes façons de 
al
uler un produit de n+ 1 termes.La manière la plus simple d'établir une telle bije
tion est de le faire au niveaudes grammaires. Il su�t détablir qu'il existe deux grammaires non ambiguës iso-morphes.A partir de 
ette grammaire, il est fa
ile de remarquer que si l'on note bn le nombrede mots de Dy
k de taille 2n, il véri�e les équation de ré
urren
e :
b0 = 0, b1 = 1 et bn =

∑i=n−1
i=0 bibn−i−1En utilisant les résultats pré
édents on peut en déduire que le nombre de mots deDy
k de longueur 2n est exa
tement : 1

n+1
Cn

2n.Exer
i
e : Proposer une façon dire
te d'obtenir 
ette valeur en utilisant le dé-nombrement des 
hemins du grand Dy
k.



5.2. DÉNOMBREMENTS 23Polyominos parallélogrammes À l'aide de grammaires non ambiguës on peut 
onstruireune bije
tion entre les mots de Dy
k non vides de longueur 2n et les polyominosparallélogrammes de périmètre 2n+ 2.



24 CHAPITRE 5. ÉNUMÉRATION



Chapitre 6Annexe
6.1 Fon
tion d'A
kermannLa fon
tion d'A
kermann doublement ré
ursive, se dé�nit 
lassiquement :A
kermann(m, n)=if m=0 thenn+1elseif n=0 thenA(m-1, 1)elseA(m-1, A(m, n-1))Cette fon
tion 
roit extraordinairement vite et on peut lui asso
ier une espè
e d'in-verse :

α(m,n) = mini≥1{A(i, ⌊m/n⌋) > logn}.Fon
tion qui va 
roitre très lentement.Variante : 
ertains auteurs utilisent une fon
tion d'une variable
α(n) = mini≥1{A(i, i) > logn}.Considérons les fon
tions logarithmique itérées :
log(i)n = log log log . . . logn où le logarithme est itéré i fois.Ou en
ore :
log∗n = min{y ∈ N |222

...

≥ n,"une tour d'exponentielle de hauteur y"}.25



26 CHAPITRE 6. ANNEXEAutrement dit log∗n donne le nombre d'itérations su

essives de la fon
tion loga-rithme né
essaires pour obtenir à partir de n une valeur inférieure à 1.
log∗n = i⇐⇒ logi−1n > 1 et login ≤ 1.Et 
ette fon
tion véri�e : α(n) ≤ log∗n, pour ∀n ∈ N .



Chapitre 7Re
ueil d'examens
7.1 Septembre 97Première partie : Algorithmique1. Soit P = p1, p2, . . . , pn un polygone simple (selon la 
onvention habituelle, lespoints de P sont donnés dans l'ordre inverse des aiguilles d'une montre). Soit

S = [s1, s2] un segment de droite. Il s'agit de 
al
uler l'ensemble des sous-segmentsde S in
lus dans P . Pour simpli�er les algorithmes on supposera que S ne 
oupepas P en des points de P . Pour l'exemple 
i-dessous la réponse à fournir est
{[a, b], [c, d], [e, f ]}.

a

b

c

d

e

f

27



28 CHAPITRE 7. RECUEIL D'EXAMENS(a) Donnez un algorithme lorsque P est un polygone 
onvexe(b) Donnez un algorithme dans le 
as général.(On pourra utiliser un algorithme de balayage)2. On 
onsidère maintenant un polyomino horizontalement 
onvexe P , dé�ni par laliste de ses sommets (ou de manière équivalente par son 
ontour), et un polyominore
tangle R .� Proposer un algorithme qui 
al
ule la meilleure superposition de R sur P . Enfait, R est translatable horizontalement et/ou verti
alement et l'on 
her
he lepositionnement de R sur P qui maximise la surfa
e 
ommune.� ** Améliorez la 
omplexité de l'algorithme en utilisant une autre représentationde P et R.Bien sûr vous devez justi�er 
haque algorithme et donner les 
omplexités.Deuxième partie : Enumération1. On 
onsidère un par
 de sto
kage à n pla
es, sur lequel on doit sto
ker des voituresà la sortie de la produ
tion d'une usine. Il n'y a que deux types de voiture produitesdes Mini et des Maxi. Par 
onvention une Mini prend une pla
e et une Maxi deuxpla
es. On 
onsidère le garage 
omme un re
tangle 1.n. Quel est le nombre defaçons di�érentes d'y mettre des voitures ?2. Soit P un polygone à n sommets véri�ant : tout segment reliant deux sommets dupolygone est entièrement in
lus dans le polygone. Un tel segment est appelé unediagonale. P est-il né
essairement 
onvexe ? Dénombrer le nombre de diagonalesqui s'interse
tent.3. ** On 
onsidère un maillage plan nxn 
onstitué de triangles équilatéraux (
f �gurepour n=3).

Quel est le nombre total de triangles que l'on peut dessiner sur 
e maillage. (Les



7.2. SEPTEMBRE 98 29sommets des triangles sont des points du maillage). Pour l'exemple de la �gure ily a 13 triangles. Expliquer votre raisonnement une simple formule ne su�t pas.On peut 
ommen
er par 
al
uler les premières valeurs et 
her
her une formule deré
urren
e.7.2 Septembre 98AlgorithmiqueRappel : Un polygone est monotone par rapport à l'axe (Ox) ssi il est simple et sitoute droite parallèle à l'axe (Oy) interse
te le 
ontour de P en au plus 2 points.On représentera un tel polygone par 2 tableaux Binf et Bsup. Binf (respe
tivementBsup) 
ontient les points du bord inférieur (respe
tivement supérieur) du polygone, ran-gés dans l'ordre 
artésien.Le polygone 
i-dessous est représenté par Binf=[a,r,p,f,g,h℄ et Bsup=[a,b,l,o,h℄.
g

h

a

b

l
o

pr
fEtant donné un ensemble E de n points d'ab
isses distin
tes on 
her
he un algorithme
onstruisant un polygone monotone par rapport à l'axe (Ox) et dont les sommets du
ontour sont les points de E.Montrez qu'étant donné E, il peut exister plusieurs polygones monotones passantpar les points de E.Un premier algorithme proposé en juin 
onsiste à trier les points de E selon l'ordre
artésien (soit p1, p2, . . . pn l'ordre obtenu) et à dé�nir Bsup= [p1, p2, . . . pn] et Binf=[p1, pn].Donnez un exemple montrant que 
et algorithme est faux.Un deuxième algorithme proposé en juin 
onsiste à 
al
uler pmin et pmax les pointsd'ab
isses minimum et maximum, à partitionner les points de E − {pmin, pmax} en 2sous-ensembles : E1 les points ayant une ordonnée supérieure à 
elle de pmin et E2 les



30 CHAPITRE 7. RECUEIL D'EXAMENSpoints ayant une ordonnée inférieure ou égale à 
elle de pmin. Bsup est alors 
omposédes points de E1 ∪{pmin, pmax} triés selon l'ordre 
artésien, Binf est 
omposé des pointsde E2 ∪ {pmin, pmax} triés selon l'ordre 
artésien. Donnez un exemple montrant que 
etalgorithme est faux.Donnez à présent un algorithme 
orre
t pour 
e problème (l'idée de partionner lespoints de E est bonne, il s'agit de trouver le bon 
ritère de partition). Quelle est sa
omplexité ?Donnez un algorithme testant si un point appartient à la région intérieure d'unpolygone monotone par rapport à l'axe (Ox).Bien sûr il s'agit d'améliorer la 
omplexité de l'algorithme vu en 
ours dans le 
as d'unpolygone simple.Planarité1. Montrer que tout arbre admet un dessin planaire.2. Montrer que toute arbores
en
e admet un dessin planaire ordonné (i.e. l'origined'un ar
 est au dessus de son extrémité).3. On veut dessiner des arbores
en
es binaires de re
her
he sur un é
ran en respe
tantles 
ontraintes suivantes :� La ra
ine de l'arbores
en
e est pla
ée en haut du dessin.� Le dessin doit être planaire ordonné.� Le dessin doit respe
ter la gau
he et la droite (i.e. le �ls gau
he (resp. droit)d'un sommet doit est pla
é à gau
he (resp. droite) de 
e sommet.� Les ar
s doivent êtres dessinés par des segments de droite.Montrer qu'une telle représentation existe toujours.4. Il s'agit maintenant de minimiser la surfa
e du dessin. Proposer un algorithme dedessin et évaluer en fon
tion des paramètres de l'arbores
en
e la hauteur puis lasurfa
e né
essaire pour la réalisation de votre algorithme.5. Si l'on autorise des 
ourbes monotones au lieu des segments de droites, peut-onfaire un meilleur algorithme (qui utilise une surfa
e moindre) ?Énumération1. Quel est le nombre d'arbores
en
es binaires ayant n feuilles ?2. Présenter des objets 
ombinatoires en bije
tion ave
 les arbres binaires ayant nfeuilles.



7.3. JUIN 1999 317.3 Juin 1999Une autre preuve du théorème de Pi
kOn 
onsidère un polygone simple (i.e. sans 
roisement) dont les sommets sont situéssur un quadrillage re
tilinéaire régulier (autrement dit à 
oordonnées entières).rappel du théorème de Pi
k 1899 : S(P ) = I(P ) +B(P )/2 − 1où S(P), I(P), B(P) représentent respe
tivement la surfa
e de P exprimée en unitésdu quadrillage (ou pixels), le nombre de points du quadrillage situés à l'intérieur de Pet le nombre de points du quadrillage situés sur le bord de P .Nous allons établir une jolie preuve de 
e théorème.1. * On 
onsidère trois points du quadrillage a, b et 
 tels que le triangle ab
 n'admetpas de points du quadrillage autres que a, b, 
 qui soient dans le triangle ou surle bord du triangle (autrement dit I(ab
)=0 et B(ab
)=3). Un tel triangle est ditélémentaire.Montrer que S(ab
)=1/2.2. On 
onsidère un polygone 
onvexe P dont les sommets sont des points du qua-drillage, montrer que l'on peut dé
omposer en triangles élementaires à l'aide despoints du quadrillage à l'intérieur de P et sur le bord de P.En déduire le théorème de Pi
k en utilisant la formule d'Euler.3. Que faire si P n'est pas 
onvexe ?Énumération **Depuis Cayley 1889 nous savons qu'il y a nn−2 arbres di�érents sur n sommets.Donner une preuve de 
ette formule en remarquant que si l'on distingue deux som-mets par arbre 
ela fait nn objets di�érents. Il su�t don
 d'établir une bije
tion entreles fon
tions de 1, . . . n dans 1, . . . n et 
es arbres ave
 deux sommets distingués.7.4 Juin 2000Géométrie dis
rèteN.B. Les questions suivantes sont presque indépendantes.



32 CHAPITRE 7. RECUEIL D'EXAMENS1. On 
ommen
e par une question fa
ile :Donner une interprétation géométrique (en termes de 
hemins et en utilisant le
ours) de la formule 
lassique :
Cp
n = Cp−1

n−1 + Cp
n−12. **On 
onsidère maintenant un quadrillage NxN et les 
hemins allant du point O de
oordonnées (0,0) au point M de 
oordonnées (a, b) a, b entiers.Les 
hemins peuvent utiliser 3 dire
tions E (horizontalement de la gau
he vers ladroite), N (verti
alement du bas vers le haut) et D diagonale NE.Quel est le nombre L(a, b) de tels 
hemins 
ontenus dans le sous-quadrillage dé�nipar les points O et M? On 
ommen
era par é
rire une formule de ré
urren
e.On peut utiliser la te
hnique des séries génératri
es ou donner une évaluation de

L(a, b).3. On 
onsidère maintenant un robot qui se dépla
e dans 
e re
tangle, suivant de tels
hemins, et l'on suppose que le re
tangle est muni d'obsta
les R1, . . . , Rk ou zonesinterdites (aussi des re
tangles).Il s'agit alors de trouver un 
hemin minimal allant de O à M, évitant les obsta
les,le 
oût d'un ar
 E ou N est de 1 alors que pour une diagonale il n'est que 1/2.N.B. Les bords des obsta
les sont utilisables, seul l'intérieur est interdit au robot.Proposer un algorithme de re
her
he, pré
iser la modélisation 
hoisie, évaluer votrealgorithme.4. * Un problème d'ordonnan
ement préemptif :Il s'agit d'ordonnan
er deux tâ
hes T1 et T2 à l'aide de deux ma
hines M1 et
M2. Chaque tâ
he se dé
ompose en tâ
hes unitaires qui doivent être exé
utéesdans l'ordre pres
rit mais peuvent s'exé
uter soit sur M1 ou M2 soit uniquementsur l'une des ma
hines. L'ordonnan
ement est dit préemptif, par
e que les tâ
hespeuvent être interrompues et réalisées par mor
eau (les tâ
hes unitaires), il su�tde respe
ter l'ordre imposé sur les tâ
hes unitaires.Ainsi par exemple :
T1 = u1

1, u
2
2, u

∗
3

T2 = v1
1 , v

1
2, v

∗
3, v

1
4(Notations utilisée : uji représente la ième sous tâ
he qui doit s'exé
uter sur lama
hine j si j=1 ou j=2 et si j=* la sous tâ
he peut s'exé
uter sur n'importequelle ma
hine).Pour 
et exemple un ordonnan
ement solution :



7.5. JUIN 2001 33
M1 = u1, v1, u3, v2,−, v4

M2 = −, u2,−,−,−, v3La durée de 
et ordonnan
ement est de 4 unités pour M1 et de 6 pour M2. Il y a3 unités de temps inutilisées pour la ma
hine M2.Peut-on faire mieux, tout en respe
tant les 
ontraintes ?Dans le 
as général, étant donnée une dé
omposition en tâ
hes unitaires de T1 et
T2, é
rire un algorithme qui 
al
ule un ordonnan
ement optimal (i.e. qui minimisela durée d'utilisation des ma
hines). Pré
iser la modélisation utilisée.7.5 juin 20017.5.1 Première partie : Algorithmique1. Fa
ile pour 
ommen
er. On 
onsidère un é
hiquier 8x8, peut-on le re
ouvrir ave
des dominos ? (re
ouvrement sans 
hevau
hement des dominos).Et ave
 des triminos (polyominos 
onstitués de 3 pixels adja
ents).Dernière question du même genre, on 
onsidère maintenant un é
hiquier 8x8 tron-qué de deux 
ases, 
elles qui forment les 
oins haut gau
he et bas droite. Peut-onle re
ouvrier par des dominos ?2. On 
onsidère deux ensembles de points du plan S1 = {p1, . . . pn} et S2 = {q1, . . . qn}du plan. Il s'agit d'é
rire un algorithme de 
al
ul de la distan
e entre 
es deuxensembles.
d(S1, S2) = maxi,j{d(pi, qj)}, pour i, j = 1, . . . n.(a) On note Env(S) l'enveloppe 
onvexe d'un ensemble de points. Montrer que

d(S1, S2) = d(Env(S1), Env(S2)).(b) On pose S = S1 ∪ S2, diam(S), le diamètre de S, i.e. la distan
e maximaleentre deux points de S.Montrer que d(S1, S2) ≤ diam(S).(
) E
rire un algorithme de 
al
ul du diamètre d'un ensemble de points.(d) A-t-on toujours l'égalité : d(S1, S2) = diam(S) ? (Piste : 
onsidérer quelquesexemples).(e) Montrer que l'un des deux points réalisant d(S1, S2) doit appartenir à Env(S).Exhiber un exemple ave
 exa
tement un point de Env(S).



34 CHAPITRE 7. RECUEIL D'EXAMENS(f) En déduire un algorithme pour le 
al
ul de d(S1, S2). L'évaluer en fon
tion den. Est-il optimal ? Avez-vous une idée pour une borne inférieure de 
omplexitésur 
e problème ?(g) Peut-on é
rire un algorithme plus e�
a
e lorsque les ensembles S1, S2 sontdes polygones simples (resp. polygones 
onvexes) ?(h) Que devient votre algorithme si les ensembles de points sont pris dans unespa
e à n dimensions n ≥ 3 ?3. Di�
ile. Etant donné un billard sur un 
arré unité et le par
ours (parfait sansfrottement, rebonds parfaits . . .), tiré d'un 
oté ave
 un angle α.Etablir une 
orrespondan
e entre 
e par
ours et une droite dis
rète de pente α.7.5.2 Deuxième partie : Enumération1. Un paradoxe pour la mise en pla
e des 35 heures.Dans une année de 365 jours, il y a 104 jours pour les week-ends, 17 pour lesva
an
es. Parmi les jours restant 1/3 de la journée soit 122 jours est 
onsa
ré àdormir. Mais aussi un autre tiers de la journée est en dehors de nos 8 heures detravail journalières, soit en
ore 122 jours.Et don
 nous avons : 104+17+122+122 = 365 jours sans travailler par an ! ! !Expliquer 
e paradoxe ave
 le prin
ipe d'in
lusion-ex
lusion, au passage on don-nera une preuve de la formule d'ex
lusion-in
lusion.2. Est-il possible dans un graphe simple, i.e. sans arête multiple, (resp. simple 
onnexe)que les sommets aient tous des degrés di�érents ?3. On 
onsidère un 
er
le et n points sur le 
er
le. On tra
e toutes les 
ordes induitespar 
es points. On fait l'hypothèse qu'au
un triplet de 3 
ordes ne se ren
ontre enun point.Quel est le nombre de regions engendrées par 
es 
ordes ? (Piste : utiliser le théo-rème d'Euler).7.6 juin 20027.6.1 Union de polygones 
onvexesOn s'intéresse au problème suivant : Données P et Q 2 polygones 
onvexes dé
rits par les sommets de leur
ontour dans l'ordre inverse des aiguilles de la montreRésultat EC(P ∪Q) l'enveloppe 
onvexe de P et Q
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P

Q

Vous avez étudié 
e problème en 
ours dans le 
as où P et Q sont disjoints. Il s'agiti
i de le résoudre dans le 
as général.Pour fa
iliter l'é
riture des algorithmes on supposera que tous les points sont distin
tset qu'il n'y a pas 3 points alignés.1. On suppose 
onnu un point O situé à l'intérieur des 2 polygones P et Q. Commentobtenir un polygone étoilé dont les sommets sont 
eux de P et de Q ? Donnez unalgorithme 
al
ulant EC(P ∪Q). Quelle est sa 
omplexité ?(Vous pouvez faire référen
e à des algorithmes vus en 
ours. Dans 
e 
as il estinutile de les re
opier.2. On suppose à présent que O est un point situé à l'intérieur du polygone P mais àl'extérieur du polygone Q.Selon la terminologie utilisée en 
ours un sommet qi de Q est �rouge� par rapportà O si 
elui-
i est à droite des segments [qi−1, qi] et [qi, qi+1].Donnez un algorithme qui supprime tous les points �rouges� de Q par rapport aupoint O. Soit Q′ le polygone obtenu. Comparez EC(P ∪ Q) et EC(P ∪ Q′). Endéduire un algorithme pour le 
al
ul de EC(P ∪Q). Quelle est sa 
omplexité ?3. Déduire des 2 
as pré
édents un algorithme 
al
ulant EC(P ∪ Q). Quelle est sa
omplexité ?7.6.2 Géométrie dis
rèteN.B. Les questions suivantes sont presque indépendantes.1. On 
ommen
e par une question fa
ile :



36 CHAPITRE 7. RECUEIL D'EXAMENSDonner une interprétation géométrique (en termes de 
hemins et en utilisant le
ours) de la formule 
lassique :
Cp
n = Cp−1

n−1 + Cp
n−12. **On 
onsidère maintenant un quadrillage NxN et les 
hemins allant du point O de
oordonnées (0,0) au point M de 
oordonnées (a, b) a, b entiers.Les 
hemins peuvent utiliser 3 dire
tions E (horizontalement de la gau
he vers ladroite), N (verti
alement du bas vers le haut) et D diagonale NE.Quel est le nombre L(a, b) de tels 
hemins 
ontenus dans le sous-quadrillage dé�nipar les points O et M? On 
ommen
era par é
rire une formule de ré
urren
e.On peut utiliser la te
hnique des séries génératri
es ou donner une évaluation de

L(a, b).3. On 
onsidère maintenant un robot qui se dépla
e dans 
e re
tangle, suivant de tels
hemins, et l'on suppose que le re
tangle est muni d'obsta
les R1, . . . , Rk ou zonesinterdites (aussi des re
tangles).Il s'agit alors de trouver un 
hemin minimal allant de O à M, évitant les obsta
les,le 
oût d'un ar
 E ou N est de 1 alors que pour une diagonale il n'est que 1/2.N.B. Les bords des obsta
les sont utilisables, seul l'intérieur est interdit au robot.Proposer un algorithme de re
her
he, pré
iser la modélisation 
hoisie, évaluer votrealgorithme.4. * Un problème d'ordonnan
ement préemptif :Il s'agit d'ordonnan
er deux tâ
hes T1 et T2 à l'aide de deux ma
hines M1 et
M2. Chaque tâ
he se dé
ompose en tâ
hes unitaires qui doivent être exé
utéesdans l'ordre pres
rit mais peuvent s'exé
uter soit sur M1 ou M2 soit uniquementsur l'une des ma
hines. L'ordonnan
ement est dit préemptif, par
e que les tâ
hespeuvent être interrompues et réalisées par mor
eau (les tâ
hes unitaires), il su�tde respe
ter l'ordre imposé sur les tâ
hes unitaires.Ainsi par exemple :
T1 = u1

1, u
2
2, u

∗
3

T2 = v1
1 , v

1
2, v

∗
3, v

1
4(Notations utilisée : uji représente la ième sous tâ
he qui doit s'exé
uter sur lama
hine j si j=1 ou j=2 et si j=* la sous tâ
he peut s'exé
uter sur n'importequelle ma
hine).Pour 
et exemple un ordonnan
ement solution :

M1 = u1, v1, u3, v2,
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M2 = −, u2,−,−, v3, v4La durée de 
et ordonnan
ement est de 4 unités pour M1 et de 6 pour M2. Il y a3 unités de temps inutilisées pour la ma
hine M2.Peut-on faire mieux, tout en respe
tant les 
ontraintes ?Dans le 
as général, étant donnée une dé
omposition en tâ
hes unitaires de T1 et
T2, é
rire un algorithme qui 
al
ule un ordonnan
ement optimal (i.e. qui minimisela durée d'utilisation des ma
hines). Pré
iser la modélisation utilisée.7.7 Mai 20037.7.1 Analyse d'image1. Donnez un algorithme ré
ursif de seuillage par hysteresis. Évaluez sa 
omplexité.On rappelle que 
e seuillage 
onsiste à garder tous les points dont le niveau de grisest supérieur à un seuil max, à éliminer tous les points dont le niveau de gris estinférieur à un seuil min, et à garder les points dont le niveau de gris est supérieurau seuil min si et seulement si 
eux-
i sont reliés par un 
hemin de points dontle niveau de gris est supérieur au seuil min à un point dont le niveau de gris estsupérieur au seuil max.7.7.2 Géométrie dis
rèteOn 
onsidère un polygone simple P , dont les sommets sont situés sur un quadrillagerégulier (points à 
oordonnées entières).1. L'idée de 
et exer
i
e est le 
al
ul d'un polygone 
onvexe maximal in
lus dans
P . Quels sens peut-on donner au mot maximal ? Montrer sur des exemples lesdi�érentes dé�nitions possibles. La suite de l'exer
i
e se fera sur la notion desurfa
e maximale.2. On supposera tout d'abord les 
�tés de P parallèles aux axes. E
rire un algorithmequi 
al
ule le re
tangle de surfa
e maximale in
lus dans P .3. Proposer un algorithme qui 
al
ule le polygone Horizontalement-
onvexe de surfa
emaximale in
lus dans P .4. Même question dans le 
as où l'on 
her
he un polygone Horizontalement et Verti-
alement 
onvexe de surfa
e maximale in
lus dans P .
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ile. Maintenant nous ne supposons plus les 
�tés de P parallèles aux axes,proposer un algorithme qui 
al
ule le polygone 
onvexe de surfa
e maximale in
lusdans P .7.8 mai 20057.8.1 Oreilles et triangulationCommençons par quelques dé�nitions. Soit P = (p1, p2, . . . , pn) un polygone simple.Soient pi et pj 2 sommets non adja
ents de P . Le segment [pi, pj] est une diagonalede P s'il est entièrement à l'intérieur de P (les seules interse
tions entre [pi, pj] et le
ontour de P sont pi et pj) .Un sommet prin
ipal de P est un sommet pi de P tel que le segment formé par ses2 voisins [pi−1, pi+1] est une diagonale de P . Le triangle (pi−1, pi, pi+1) est appelé uneoreille de P .
p1

p2
p4

p5

p6

p7

p8

p3

Fig. 7.1 � Polygone à 3 oreilles : [p4, p7] est une diagonale ; [p2, p7] n'est pas une diago-nale ; Les 3 sommets prin
ipaux sont p2, p5, p6 ; (p5, p6, p7) est une oreille.1. Combien d'oreilles possède un polygone 
onvexe de n > 3 sommets ?2. Soit P un polygone simple, T une triangulation de P et G le graphe d'adja
en
easso
ié à T (graphe dual de T ). Á quel type de sommet de G 
orrespondent lesoreilles de P ? En déduire le théorème des 2 oreilles : � Tout polygone simplepossède au moins 2 oreilles �.3. Donnez un algorithme qui étant donné un polygone simple P et un sommet pde P véri�e si p est un sommet prin
ipal de P . En déduire un algorithme poursommetPrin
ipal. Quelle est sa 
omplexité ?4. En utilisant sommetPrin
ipal, é
rivez un algorithme triangulation, 
al
ulantune triangulation d'un polygone simple. Quelle est sa 
omplexité ?
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ipal(P)Données : P un polygone simpleRésultat : Renvoie un sommet prin
ipal de P5. Nous admettrons les résultats suivants :Dans un polygone simple, tout sommet qui n'est pas prin
ipal admet une diagonale.De plus il existe un algorithme linéaire dans la taille du polygone 
al
ulant 
ettediagonale.Algorithme : 
al
ulDiagonale(P, pi)Données : P un polygone simple, pi un sommet non prin
ipal de PRésultat : Renvoie un sommet pj, tel que [pi, pj ] est une diagonale de POn suppose que l'on dispose d'un algorithme linéaire pour 
al
ulDiagonale. Enutilisant 
al
ulDiagonale é
rivez un nouvel algorithme sommetPrin
ipal quipro
ède par di
hotomie. Cal
ulez soigneusement sa 
omplexité. Quelle est alors la
omplexité de votre algorithme triangulation ?7.8.2 Droites dis
rètes1. Donner deux dé�nitions des droites dis
rètes et montrer leur équivalen
e.2. Un mot ω in�ni sur un alphabet binaire est appelé mot Sturmien si pour toutentier n ≥ 1, ω a exa
tement n+ 1 fa
teurs di�érents de taille n.Montrer que le 
ode d'une droite dis
rète in�nie du premier 
adran fournit un motsturmien.Que dire de la ré
iproque ?3. Proposer une dé�nition de droites et plans dis
rèts dans l'espa
e.7.8.3 Traitement d'images1. Qu'est-
e une image numérique ? Comment est-elle obtenue ?2. Qu'est-
e la norme du gradient d'une image ? Que fait apparaître un opérateur dedérivation sur une image ?3. Qu'est-
e une image 
ouleur ? Pourquoi une image 
ouleur prend plus de pla
emémoire qu'une image à niveau de gris ? Comment est 
odée la 
ouleur ?4. Qu'est-
e que l'espa
e per
eptuel de représentation des 
ouleurs ?5. En quoi 
onsiste une opération de division/fusion ? À quoi 
ela sert-il ?
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