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Chapitre 1Pour l'algorithmiqueL'algorithmique est la s
ien
e des 
al
uls et l'un des premiers algorithmes
onnus est 
elui du 
al
ul du PGCD de deux nombres proposé par Eu
lide(300 ans avant J.C.). Ces 
al
uls doivent être bien sûr prouvés, mais aussianalysés (i.e. étudier le 
omportement de l'algorithme sur les données). Ondit alors "étudier la 
omplexité de l'algorithme". Pour mémoire la 
omplexitéen moyenne de l'algorithme d'Eu
lide n'a été établie que dans les années1970 et 
et algorithme reste au 
entre de développements ré
ents (le 
odage
ryptographique RSA de Rivest, Shamir et Adleman 1977, les 
al
uls dedroites dis
rètes, . . .).La question de l'existen
e d'un 
al
ul ou algorithme "e�
a
e" pour ré-soudre un problème donné est une question essentielle et stru
turante de l'in-formatique théorique depuis Gödel et Turing (années 1930). Elle est toujoursd'a
tualité pour s'en 
onvain
re il su�t de 
onsidérer l'importan
e é
ono-mique et so
iale de la 
ryptographie, ou en
ore le problème de la gestion desgrandes masses de données distribuées.A�n de mieux 
omprendre pourquoi 
ertains problèmes possèdent un al-gorithme de résolution polynomial, alors que pour d'autres problèmes per-sonne n'en 
onnait, la théorie de la 
omplexité a introduit P (resp. NP)la 
lasse des problèmes possédant un algorithme déterministe (resp. non-déterministe) de résolution dont le temps de 
al
ul est borné par un polyn�meen la taille de la donnée. Ces notions ont permis de nombreuses avan
ées auxretombées importantes. Mais malgré tous les e�orts, la fameuse 
onje
ture(P 6= NP posée par Edmonds en 1961) est toujours ouverte et �gure parmiles 6 questions les plus importantes en mathématiques de notre siè
le selon leClay Mathemati
s Institute. Cette question est très importante 
ar la 
lasse5



6 CHAPITRE 1. POUR L'ALGORITHMIQUEde problèmes NP 
omprend de nombreux problèmes pratiques pour lesquelsnous aimerions 
onnaître des algorithmes polynomiaux. De même 
ette ques-tion est très liée à l'existen
e d'une bonne fon
tion de 
odage, existen
e surlaquelle repose la 
ryptographie asymétrique a
tuelle. En outre, il n'est pas
ertain qu'une réponse négative à 
ette 
onje
ture (don
 si P=NP) fournissedes algorithmes e�
a
es (au sens naïf du terme, i.e. un algorithme 
apable derésoudre en un temps raisonnable sur nos ma
hines a
tuelles des problèmesde taille réelle) pour tous les problèmes de P. En e�et les résultats ré
entstels que la résolution polynomiale du test de primalité Agarwal, Saxena etKayal en 2002, ou en
ore les algorithmes polynomiaux inspirés de la théoriedes mineurs de Seymour et Roberston (Pour 
ertains problèmes il est pos-sibles de montrer qu'il n'existe qu'un nombre �ni de 
on�rgurations ex
lueset l'on peut don
 
onstruire des algorithmes basés sur le test polynomial d'unnombre �ni - mais peut-être extraordinairement grand- de 
on�gurations ex-
lues) élargissent notre vision des algorithmes polynomiaux.Dans le 
adre de la résolution des problèmes di�
iles (appelés NP-di�
ilesi.e. ayant été 
lassés 
omme au moins aussi di�
iles que le plus di�
ile pro-blème de NP) et pour lesquels nous ne 
onnaissons pas d'algorithmes poly-nomiaux de résolution, la question de l'existen
e d'algorithmes polynomiauxd'approximation se pose naturellement. Ces algorithmes fournissent une so-lution dont la valeur est bornée par la valeur d'une solution optimale à unfa
teur multipli
atif 
onstant près.En matière d'approximation deux résultats ré
ents sont à mentionner,
ar ils sont les 
onséquen
es de développements théoriques importants. Lepremier résultat est négatif, il s'agit d'un résultat de non-approximabilité(Arora, Lund, Motwani, Sudan et Szegedy 92) valable pour toute une 
lassede problèmes NP-di�
iles. Ce résultat très profond a été obtenu à l'aide d'une
ara
térisation de la 
lasse NP en termes d'algorithmes probabilistes (PCPthéorème). Le deuxième résultat est positif, il s'agit d'un algorithme polyno-mial d'approximation pour le problème de la 
oupe maximale dû à Goemanset Williamson en 1994, introduisant une généralisation de la programmationlinéaire.Même si l'on perçoit des frémissements a
tuels sur les théories de la 
om-plexité et que des résultats très importants ont été obtenus 
es dernières an-nées, il n'en demeure pas moins qu'il nous faut quotidennement proposer desalgorithmes ou heuristiques (
al
uls dont on ne peut pas garantir le résultat)sur des problèmes "
omplexes". Ainsi par exemple les moteurs de re
her
hea
tuels utilisent un grand savoir faire algorithmique (sur l'algorithmique du



7texte, des bases de données, mais aussi en parallélisation et distribution des
al
uls) et les enjeux é
onomiques dans 
es domaines ne font que 
roître.Hormis les points 
lassiques de l'algorithmique sur lesquels les re
her
hessont toujours a
tives et méritent d'être soutenus (tels 
elui de la 
on
eptionet analyse d'algorithmes et de stru
tures de données, les re
her
hes sur lesfondements du 
al
ul et de la programmation ou en
ore l'étude systématiquede l'approximabilité des problèmes), parmi les domaines qui méritent une�ort parti
ulier de développement nous mentionnerons :� L'algorithmique distribuée imposée par l'émergen
e des réseaux hétéro-gènes et de la mobilité (exemples les routages dans les réseaux ad-ho
,la gestion d'un ensemble de robots autonomes, . . .).� La gestion et l'utilisation des grandes masses de données et des grandsréseaux. Notion de données dynamiques, graphe du WEB, . . ..� La gestion optimale du tra�
 dans un réseau à 
ommutation de pa-quets (modèles dis
rets/probabilistes/
ontinus ou en
ore 
eux issus dela théorie des jeux).� Les méthodes et algorithmes probabilistes qui ont permis de nombreuxdéveloppements 
es dernières années sont très prometteuses.� Les nouveaux modèles de 
al
ul issus des nouvelles te
hnologies ou 
euxobtenus dans une intera
tion ave
 d'autres dis
iplines (l'un des modèlesles plus intéressants est 
elui du 
al
ul quantique, mais d'autres modèlessont à étudier tels 
eux issus de la biologie ou de la 
himie).En 
on
lusion, la dis
ipline algorithmique entretient des liens historiqueset profonds ave
 les mathématiques, de nombreuses questions théoriques sonté
onomiquement importantes. Par exemple, est-il possible de 
onstruire unalgorithme e�
a
e pour la dé
omposition d'un nombre entier 
omposite enses fa
teurs premiers ou pour le 
al
ul du logarithme dis
ret ? De tels algo-rithmes remettraient en 
ause la plupart des algorithmes de 
ryptographiea
tuels (RSA, El Gamal, 
ourbes elliptiques). De même des liens forts existentave
 la physique et ils seraient peut-être à soutenir. Ainsi par exemple dansle 
adre de la résolution des problèmes di�
iles les études sur les e�ets deseuil ou les métaheuristiques de type re
uit simulé sont dire
tement inspi-rées de la physique statistique. Mais lorsque les données sont de très grandetaille, les appro
hes 
lassiques de l'algorithmique ne su�sent plus, il seraitjudi
ieux de s'inpirer du savoir faire expérimental de la physique (systèmesdynamiques 
omplexes, petits mondes . . .).Nous avons vu 
i-dessus au travers des exemples mentionnés, que l'algo-rithmique est au 
entre de l'informatique et des systèmes, elle évolue rapi-



8 CHAPITRE 1. POUR L'ALGORITHMIQUEdement fa
e à la demande des appli
ations, ses 
on
epts et outils de basepeuvent en
ore évoluer, 
e qui rend 
ette dis
ipline passionnante.



Chapitre 2Prin
ipales 
lasses de 
omplexité
2.1 Revenir aux fondamentaux, i.e. les 
odagesbinaires pour l'analyse des algorithmesA�n d'éviter les ambiguités, il est sage de revenir aux dé�nitions pré-
ises de taille de la donnée et de son 
odage binaire et de 
onsidérer 
ommeopération élémentaire une opération sur un bit (bit-opération).2.1.1 Le problème du triNom (Tri de nombres entiers)Données: a1, . . . an, n entiers positifsRésultat: σ une permutation de [1, n] véri�ant : aσ(1) ≤ aσ(2) . . . aσ(n)Il existe des algorithmes de tri (par exemple tri par fusion), utilisant
O(nlogn) 
omparaisons.La taille de la donnée est i
i t = Σi=n

i=1⌈log2(ai + 1)⌉ bits.On remarque que t ≥ n et qu'une 
omparaison né
essite au plus
Maximum1≤i≤n{⌈log2(ai + 1)⌉} ∈ O(t) bit-opérations.Don
 l'algorithme de tri par fusion est en O(t2logt) et don
 polynomialen t. 22.1.2 Le 
al
ul de n!Prenons l'algorithme 
lassique basé sur n multipli
ations su

essives.La 
omplexité s'obtient par la formule :9



10 CHAPITRE 2. PRINCIPALES CLASSES DE COMPLEXITÉ
T (n) =

∑i=n
i=1 mult(i, Resulti)En fait Resulti est exa
tement de taille i!D'où T (n) =

∑i=n
i=1 log(i).log(i!)

T (n) ≤
∑i=n

i=1 i.log2(i).2.2 La 
lasse PLa 
lasse P (resp. FP ) est la 
lasse des problèmes de dé
ision (resp.de re
her
he) qui admettent un algorithme de résolution sur une ma
hinede Turing déterministe dont le nombre de transitions (temps de 
al
ul) estborné par un polyn�me en la taille de la donnée.La 
lasse des problèmes polynomiaux 
ontient de nombreux problèmestels le problème du 
al
ul de la fermeture transitive d'un graphe orienté, le
al
ul du diamètre d'un graphe ou en
ore le 
al
ul des plus 
ourts 
heminsdans un graphe quand ils sont dé�nis.Une fois que l'on montré qu'un problème était dans P en exhibant unalgorithme polynomial, la question naturelle suivante est :Quel est le meilleur algorithme pour 
e résoudre 
e problème?Cette question n'a pas né
essairement un sens très général, 
ar il fautbien pré
iser les données et leur 
odage ainsi que le modèle de ma
hine 
hoisisous peine d'impré
isions, lorsqu'on veut établir des bornes inférieures de
omplexité.Pour 
lore dans 
et esprit, voi
i deux exer
i
es :� E
rire un algorithme linéaire qui 
al
ule le diamètre d'un arbre.� E
rire un algorithme linéaire qui teste l'isomorphisme de deux arbres(non orientés).2.3 La 
lasse NPLa 
lasse NP (resp. FNP ) est la 
lasse des problèmes de dé
ision (resp.de re
her
he) qui admettent un algorithme de résolution sur une ma
hine deTuring non-déterministe dont le nombre de transitions (temps de 
al
ul) estborné par un polyn�me en la taille de la donnée.En utilisant la notion de 
erti�
at polynomial on peut dire que :si P est la 
lasse des problèmes de dé
ision 
al
ulables polynomialement,
NP est don
 
elle des problèmes de dé
ision véri�ables polynomialement.



2.4. LA FAMEUSE CONJECTURE 11Une 
lasse de 
omplexité se stru
ture à l'aide de relations de préordre(appelées rédu
tions entre problèmes). Ces relations de préordres sont sim-plement transitives et ré�exives. La plus 
onnue d'entre elles, la rédu
tionpolynomiale ou Karp-rédu
tion est notée L1 ≪K L2 et signi�e que le pro-blème L1 est plus fa
ile que le problème L2 ou en
ore que le problème L2est au moins aussi di�
ile que le problème L1. Cette rédu
tion n'est dé�niequ'entre problèmes de dé
ision.On é
rit que L1 ≪K L2, s'il existe une tranformation polynomiale A quitransforme toute instan
e I de L1 en une instan
e A(I) de L2 véri�ant la
ondition suivante :La réponse est OUI pour I pour L1 ssi la réponse est OUI pour A(I) pour
L2.On la note parfois : ≪p

m en sous-entendant "polynomial many-to-one re-du
tion", 
'est à dire, en faisant référen
e à la rédu
tion "many-to-one" uti-lisée dans le 
adre de l'étude des fon
tions ré
ursives [16℄.Une deuxième rédu
tion, 
elle de Turing :
Pb1≪T Pb2 ssi PB1 ∈ P Pb2En 
lair 
ela veut dire qu'il existe un algorithme polynomial pour Pb1qui utilise un nombre polynomial d'appels d'un algorithme de résolution de

Pb2. Parfois on dit que l'on dispose d'un ora
le de résolution pour Pb2.En parti
ulier 
ette relation ≪T permet de 
omparer entre eux des pro-blèmes qui ne sont pas dans NP .2.4 La fameuse 
onje
tureDepuis 1972, on se pose la question :
P 6= NP ?La réponse vaut 1 Million de dollars et 
ette question �gure parmi les6 problèmes les plus importants de mathématiques du XXI ème siè
le (Cf.Clay Mathemati
s Institute).La question :
NP 6= co−NP ?n'est pas moins intéressante.2.4.1 Un argument diagonal ?En 
onstatant les faits suivants :



12 CHAPITRE 2. PRINCIPALES CLASSES DE COMPLEXITÉ� La question sur le |N | 6= |R| a été résolue par Cantor en utilisant unargument diagonal.� De même la question de l'existen
e d'une fon
tion non 
al
ulable serésout en utilisant un arguement diagonal (par exemple pour sur leproblème de l'arrêt d'une ma
hine de Turing).� La question de l'in
omplétude de la logique du 1er ordre a été résoluepar Godel en utilisant en
ore un argument diagonal.Il est naturel de se demander si un tel argument diagonal ne permettraitpas de 
on
lure pour notre 
onje
ture :
P 6= NP ?Hélas il semblerait que 
ela ne soit pas possible.2.5 NP ∩ co−NPLes problèmes de NP ∩ co − NP , sont appelés bien 
ara
térisés, 
ar ilspossèdent un 
erti�
at polynomial en 
as de réponse OUI et en 
as de réponseNON.Bien sûr nous avons : P ⊆ NP ∩ co−NP .Cette question de la bonne 
ara
térisation fut à l'origine du question-nement sur la 
omplexité des problèmes par J. Edmonds [8℄. Ainsi peut-onexpliquer la di�éren
e de di�
ulté algorithmique entre le problème de la re-
her
he d'un par
ours Eulérien (passant une fois et une seule par 
haquearête) dans un graphe et 
elui de la re
her
he d'un par
ours Hamiltonien(passant une fois et une seule par 
haque sommet).Dans le 
as du par
ours Eulérien, le fameux théorème d'Euler proposeune 
ara
térisation de l'existen
e d'un tel par
ours, dans le deuxième 
as, iln'y a toujours pas de "bonne" 
ara
térisation de l'hamiltonisme 
onnue.Les exemples 
lassiques :� Premier. Il est fa
ile de voir que 
o-Premier= Composé ∈ NP en uti-lisant la notion de 
erti�
at polynomial : les diviseurs d'un nombrequi n'est pas premier permettent de produire un 
erti�
at polynomial.Don
 Premier ∈ co − NP . Par la suite Pratt [15℄ a prouvé l'exis-ten
e d'un 
erti�
at polynomial d'un nombre premier et ainsi Premier
∈ NP ∩co−NP . En�n en 2002, un algorithme polynomial a été trouvé[1℄.� La programmation linéaire. Pour 
e problème le s
énario est à peu prèsidentique. La dualité de la programmation linéaire permet de monter



2.5. NP ∩ CO −NP 13que 
e problème est dans NP ∩ co−NP .Le 
élèbre algorithme du simplexe Dantziq des années 60 [5℄ ne per-mettait pas d'a�rmer la polynomialité du problème, 
ar sa 
omplexitédans le plus mauvais 
as est exponentielle.Kha
hiyan a produit le premier algorithme polynomial en 1979 [13℄.� Théorèmes Min-Max� Théorèmes du type Kuratowski ou Seymour et Roberston (
ara
térisa-tion à l'aide d'un ensemble �ni de 
on�gurations, par exemple de typemineurs de graphes).En fait les exemples 
i-dessus suggèrent que l'existen
e d'une bonne 
ara
-térisation implique la polynomialité du problème, d'où la très intéressante
onje
ture :
P = NP ∩ co−NP ?Dans 
e 
adre, il reste deux problèmes sur lesquels de nombreux infor-mati
iens essayent de 
onstruire un algorithme polynomial. Parity Game etTransversal Minimal.De nombreuses personnes 
onje
turent que Parity Game est polynomial,
ar il existe des algorithmes qui mar
hent très bien en pratique pour 
eproblème (ils ont l'air d'être linéaires et l'on ne sait pas 
ara
tériser leursplus mauvais 
as). Parity Game est équivalent au 
al
ul propositionel dansle µ− calcul.Intéressons nous au problème du transversal minimal issu des bases dedonnées et 
onsidérons une formalisation en termes de graphes.Etant donné un graphe biarti G = (X, Y, E) un transversal minimal estun ensemble T ⊆ X tel que V (T ) = Y (où V (T ) représente le voisinagede T ) et T est minimal pour l'in
lusion ave
 
ette propriété. Notons Tr(G)l'ensemble des transversaux minimaux de G.Nom (Transversal minimal)Données: G = (X, Y E) un graphe biparti, F une famille de sous en-sembles de XRésultat: A-t-on Tr(G) = F ?Il est fa
ile de véri�er polynomialement F ⊆ Tr(G), 
'est l'autre inégalitéqui est di�
ile à véri�er algorithmiquement. Clairement Transversal Minimal

∈ co−NP , 
ar en 
as de réponse négative, un transversal manquant est un
erti�
at polynomial.Ce problème de transversal minimal a de nombreuses formulations équi-valentes en logique, bases de données, treillis . . . et a été très étudié. Parmiles résultats intéressants, Fredman et Kha
hyan ont proposé un algorithme



14 CHAPITRE 2. PRINCIPALES CLASSES DE COMPLEXITÉen O(nlogn) [9℄.2.6 Problèmes di�
iles à 
lasser dans NPOn 
onnaît peu de 
hoses sur le problème suivant, en parti
ulier il estnon 
lassé (i.e. on ne sait s'il appartient à P ou NP ).Nom (Triangulation minimale)Données: n points du planRésultat: Trouver une triangulation qui minimise la somme des lon-gueurs des trianglesBien entendu la triangulation de Delaunay ne fournit pas toujours unesolution optimale. On peut essayer de résoudre le problème en posant des
onditions sur les points.Le graphe de visibilité d'un polygone simple du plan, est un graphe dontles sommets sont 
eux du polygone et l'on met une arête entre deux sommetsdu graphe lorsque les sommets 
orrespondants du polygone se "voient".Nom (Graphe de visibilité)Données: G = (X, E) un graphe non orientéRésultat: Construire le polygone dont il est le graphe de visibilité.On ne sait même pas si 
e problème (la version problème de dé
ision) estdans NP.Il a été montré que pour dessiner le polygone asso
ié à un graphe devisibilité donné il fallait prévoir une grille de taille au moins exponentielle enla taille du graphe (Lin, Skiera).Doit-elle être doublement exponentielle ?En�n pour 
lore par un autre exemple sur les graphes, histoire de 
hangerun peu.On 
onsidère un ensemble de n 
er
les du plan et l'on dé�nit le graphed'interse
tion de 
es n 
er
les. Une question naturelle 
omment re
onnaîtresi un graphe est le graphe d'interse
tion de 
er
les.Même dans le 
as où les 
er
les sont de rayon unité, on ne sait pas si 
eproblème de dé
ision appartient à NP .



2.7. RETOUR SUR LA FAMEUSE CONJECTURE 152.7 Retour sur la fameuse 
onje
tureEt si nous avions P = NP ?Voi
i quelques arguments :� La plupart des problèmes NP-
omplets sont dans NDLIN (non déter-ministe linéaire).� Les algorithmes à base de 
on�gurations ex
lues, un peu à la manière dethéories à base de mineurs, de Seymour et Roberston, sont polynomiauxmais ave
 des 
onstantes in
royablement grandes. Ce
i élargi 
e quenotre 
onnaissan
e sur P .� Les meilleurs bornes de 
omplexité sur NP sont de type 4n.Toutes 
es raisons font dire à Bill Cook que �nalement NP, 
'est peut-êtrel'ensemble des problèmes possèdant un algorithme linéaire de résolution !
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Chapitre 3Quelques exemples de rédu
tionspolynomialesDans 
e 
hapitre, vous trouverez des indi
ations sur les rédu
tions, maiselles ne sont pas toutes 
omplètemnt rédigées, par 
ontre la transformationpolynomiale est dé
rite, il vous su�t de véri�er....3.1 Rédu
tions par restri
tionOn 
onsidère le problème 
lassique de la partition d'entiers :Nom (Partition)Données: a1, . . . an, n entiers positifsRésultat: Existe-t-il un sous-ensemble I ⊂ [1, n] tel que :
Σi∈Iai = Σj /∈Iaj ?Il est naturel de 
onsidérer la restri
tion suivante :Nom (Partition-paire)Données: a1, . . . an, n entiers positifs, tels que :
Σi=n

i=1ai soit paireRésultat: Existe-t-il un sous-ensemble I ⊂ [1, n] tel que :
Σi∈Iai = Σj /∈Iaj ?Le resultat suivant est immédiat :Théorème 1 Partition− paire≪K Partition et
Partition≪K Partition− paire.17



18CHAPITRE 3. QUELQUES EXEMPLES DE RÉDUCTIONS POLYNOMIALESPreuve: La première inégalité est triviale, 
ar Partition-paire est un 
asparti
ulier de Partition et il su�t don
 d'utiliser 
omme transformation po-lynomiale l'identité.La deuxième l'est un peu moins, mais il su�t de remarquer que l'existen
ed'une solution implique de la somme des ai soit paire.Ainsi pour démontrer la deuxième inégalité on va tout simplement trans-former polynomialement une instan
e de Partition en un instan
e de Partition-paire de la façon suivante :On 
al
ule S = Σi=n
i=1ai.Si S est paire on a a�aire à une donnée de Partition-paire et la transfor-mation sera l'identité.Sinon, 
omme 
ette instan
e n'a pas de solution il su�t de lui asso
ier uneinstan
e de Partition-paire, n'ayant pas de solution. Par exemple l'instan
e

a1 = 1, a2 = 3. 2Les deux problèmes sont polynomialement équivalents on notera ≈. Onremarquera en outre que les rédu
tions polynomiales n'utilisent pas né
es-sairement des transformations bije
tives.Nous allons maintenant introduire une variante du problème de la parti-tion.Nom (Somme-exa
te)Données: a1, . . . an, n entiers positifs, k un entierRésultat: Existe-t-il un sous-ensemble I ⊂ [1, n] tel que :
Σi∈Iai = k?Théorème 2 Partition ≈ Somme-exa
te.Preuve: En remarquant que lorsque le problème de la partition admetune solution I, né
essairement :
Σi∈Iai = Σj /∈Iaj = 1

2
Σ1≤i≤nai = h.Ainsi Partition est un 
as parti
ulier du problème Somme-exa
te en pre-nant k = h.D'où Partition≪K Somme− exacte.Pour la deuxième inégalité, nous allons transformer une donnée a1, . . . an, kde Somme-exa
te en une donnée b1, . . . bn, bn+1, bn+2 de Partition.Pour 
e faire on pose S = Σi=n

i=1ai, et bi = ai pour 1 ≤ i ≤ n, bn+1 = S + ket bn+2 = 2S − k.On remarque : Σi=n+2
i=1 ai = 4S.



3.1. RÉDUCTIONS PAR RESTRICTION 19Don
 s'il existe une solution de 
e problème de partition, bn+1 et bn+2 nepeuvent appartenir au même ensemble de 
ette partition, 
ar bn+1 + bn+2 =
3S > 2S.S'il existe une solution, soit I l'ensemble des indi
es des élements qui sontave
 bn+2, né
essairement : Σi∈Iai = k, et nous obtenons don
 une solutiondu problème initial Somme-exa
te.La ré
iproque est triviale. 2Théorème 3 3DM ≪K Somme-exa
te.Preuve: On utilise le problème 3DM (
ouplage d'hypergraphes) dé�nit
omme suit :Nom (3DM )Données: Trois ensembles X = {x1, . . . xq}, Y = {y1, . . . yq}, Z = {z1, . . . zq},un hypergraphe H = (X.Y.Z, E), la famille de parties E est don

onstituée de triplets.Résultat: H admet-il un 
ouplage parfait, (i.e. un ensemble M ∪ E, telque |M | = q et M est 
onstitué de parties deux à deux disjointes) ?A une donnée de 3DM on asso
ie une donnée de Somme-exa
te en asso-
iant à 
haque m = (xi, yj, zh) ∈ E un entier f(m) dont le développementbinaire se dé�nit 
omme suit :On 
onsidère des entiers dé�nis sur 3q bits, les q premiers 
orrespondentaux xi, les q suivants aux yj et les q derniers aux zh. f(m) sera l'entier ayantexa
tement 3 bits non nuls 
orrespondants aux 
oordonnées xi, yj et zh.Autrement dit f(m) = 2i + 2q+j + 22q+h.A�n d'éviter les problèmes des retenues dans les sommes, on 
onsidérerapour 
haque 
oordonnée un paquet de p = log2(|E|) bits.Don
 f(m) = 2p(i−1)+1 + 2pq+p(j−1)+1 + 22pq+p(h−1)+1.Pour terminer il su�t de prendre pour k le nombre dont le développementbinaire admet un 1 pour 
haque 
oordonnée :

k = Σi=3q−1
i=0 2ip+1Il su�t alors de véri�er qu'une solution à Somme-exa
te 
orrespond à un
ouplage parfait. 2Nous allons maintenant utiliser la NP-
omplétude du problème Partition,pour en déduire 
elle du problème du Sa
-à-dos.Théorème 4 Partition ≪K Sa
-à-dos



20CHAPITRE 3. QUELQUES EXEMPLES DE RÉDUCTIONS POLYNOMIALESPreuve: Présentons tout d'abord le problème du sa
-à-dos :Nom (Sa
-à-dos)Données: n objets numérotés de 1 à n, munis d'un poids pi ∈ R+ etd'une utilité ui ∈ R+, Pmax, U deux réels positifsRésultat: Existe-t-il un sous-ensemble I ⊂ [1, n] tel que :
Σi∈Ipi ≤ Pmax et
Σi∈Iui ≥ U ?Etant donné une instan
e du problème Partition, nous allons lui asso
ierune donnée de Sa
-à-dos en prenant n objets numérotés de 1 à n tels que :
pi = ai = ui ∀i, 1 ≤ i ≤ n. Il su�t alors de prendre
Pmax = U = 1/2Σi∈[1,n]ai.
2En 
on
lusion, si l'on admet que 3DM est NP-
omplet, 
f. Garey-Johnson[11℄ p.50 , nous en déduisons que Partition et Somme-Exa
te sont aussi NP-
omplets.3.2 Un problème NP-
omplet typiqueLe problème de l'arrêt d'une ma
hine de Turing non déterministe est enfait le prototype du problème NP-
omplet.Théorème 5 CycleHamiltonien≪K Arret(NDTM)Preuve:On 
onstruit une ma
hine de Turing non déterministe, 
omme suit :Choisir une arête du graphe de manière non déterministe.Après n-1 
hoix su

essifs d'arêtes, l'algorithme termine si on a trouvé un
y
le hamiltonien, sinon on part dans une bou
le in�nie.Don
 si on sait résoudre le problème de l'arrêt d'une NDTM, on saitrésoudre le problème du 
y
le Hamiltonien. 2Cette transformation est générique et fon
tionne pour tous les problèmesde NP.3.3 SAT et dépendan
esSAT étant le problème NP-
omplet emblématique, il a été étudié soustous les angles, et 
'est l'un des problèmes pour lesquel la frontière P/NP-Complet a été le mieux étudiée. En e�et si l'on ajoute des 
ontraintes sur



3.3. SAT ET DÉPENDANCES 21les données d'un problème NP-
omplet il est parfois possible de proposer unalgorithme polynomial sur le sous-problème ainsi dé�ni.On introduit la restri
tion naturelle de SAT :Nom (k-SAT )Données: un ensemble de variables booléennes x1, . . . xn, une 
olle
tionde 
lauses C = {C1, . . . Cm} où 
haque 
lause possède au plus kvariablesRésultat: C est-elle satis�able ?1-SAT est trivialement polynomial et de plus :Théorème 6 2− SAT ∈ P .Preuve: À une instan
e de 2-SAT on asso
ie un graphe orienté G dontles sommets 
orrespondent aux variables. À 
haque variable booléenne xi onasso
ie deux sommets xi et xi, et à 
haque 
lause (u∨v) ou (v∨u), on asso
ieles deux ar
s (u, v) et (v, u).Il su�t alors de remarquer que l'ensemble de 
lauses est insatis�abless'il existe une variable et sa 
omplémentaire qui appartiennent à une même
omposante fortement 
onnexe de G.Montrons 
ette équivalen
e :Supposons les 
lauses satis�ables et qu'il existe une variable x qui appar-tienne à la même 
omposante fortement 
onnexe que x.Si dans une solution on a�e
te la valeur vrai à x, en 
onsidérant le 
heminde x à x 
ela implique que l'on doit aussi a�e
ter la valeur vrai à x 
e quiest absurde.Dans le 
as où l'on a�e
te la valeur faux à x, on 
onsidère la 
hemin de
x à x pour obtenir une 
ontradi
tion.Ré
iproquement, s'il n'existe pas de 
omposante fortement 
onnexe de
G qui 
ontienne une variable et sa variable 
omplémentaire alors, tant qu'ilexiste une variable non a�e
tée, on 
hoisit x telle qu'il n'existe pas de 
heminde x à x, et l'on a�e
te vrai à la variable x ainsi qu'à tous ses des
endantsdans G. Clairement 
e pro
édé fournit une solution de 2-SAT. 2La preuve 
i-dessus a été tirée de [2℄, et l'on peut en déduire un très belalgorithme linéaire. Certains auteurs présentent 
e 
as parti
ulier de SAT
omme 
elui des 
lauses binaires.Théorème 7 SAT ≪K 3− SAT



22CHAPITRE 3. QUELQUES EXEMPLES DE RÉDUCTIONS POLYNOMIALESPreuve: On rempla
e 
haque 
lause ayant k >3 littéraux par un ensemblede 
lauses à exa
tement 3 variables 
omme suit :
C = (y1 ∨ y2 . . . ∨ yk) est rempla
ée par
(y1 ∨ y2 ∨ z1) ∧ (z1 ∨ y3 ∨ z2) . . . (zk−3 ∨ yk−1 ∨ yk)en introduisant z1, . . . zk−3 soit k-3 nouvelles variables booléennes. 2Théorème 8 Tovey [18℄ 3-SAT reste NP-
omplet même si 
haque variableapparaît au plus trois fois et 
haque littéral au plus deux fois.Preuve: S'il existe une variable x intervenant k ≥ 3 fois, on va rempla
erses o

uren
es par x1, x1, . . . , xk, soit k nouvelles variables booléennes et onajoute les 
lauses suivantes :
(x1 ∨ x2)(x2 ∨ x3) . . . (xk ∨ x1)Cet ensemble de 
lauses assure l'égalité (dans toute instan
e satisfaisantl'ensemble de 
lauses) des variables x1, x1 . . . xk. 2Considérons maintenant la variante suivante de SAT :Nom ((r,s)-SAT )Données: un ensemble de variables booléennes x1, . . . xn, une 
olle
tionde 
lauses C = {C1, . . . Cm} où 
haque 
lause possède exa
te-ment r variables et 
haque variables apparaît dans au plus s
lausesRésultat: C est-elle satis�able ?Théorème 9 Tovey [18℄ ∀r (r,r)-SAT, tout instan
e est satis�able.Autrement dit le problème admet toujours au moins une solution et don

e sous-problème est trivialement dans P. Et la 
ontradi
tion n'est qu'appa-rante ave
 le théorème pré
édent. En e�et le théorème pré
édent ne permetpas d'a�rmer que (3, 3)-SAT est NP-
omplet.La di�éren
e tient essentiellement sur le nombre de variables par 
lause.En e�et ave
 la dé�nition que nous avons 
hoisie pour 3-SAT, une 
lauseadmet au plus 3 variables, et 
urieusement pour les instan
es de 3-SAT duthéorème pré
édent, il peut y avoir des 
lauses à 2 variables et 
e sont ellesqui sont di�
iles !Preuve: Considérons le graphe biparti d'in
iden
e variables 
lauses.Dans 
e graphe les sommets asso
iés aux 
lauses sont de degré 3 et don
 dedegré maximum. Un théorème 
lassique sur les 
ouplages dans les graphesbipartis a�rme l'existen
e d'un 
ouplage saturant les sommets de degré maxi-mum.



3.3. SAT ET DÉPENDANCES 23Ainsi il existe un 
ouplant saturant les 
lauses, 
e 
ouplage permet d'as-so
ier à 
haque 
lause une variable unique qui va permettre de trouver una�e
tation valide. 2Pas-tous-égaux ou NAE-SAT est la variante de 3-SAT où l'on 
her
he unesolution où 
haque 
lause (x ∨ y ∨ z) interdit les deux 
as :x=y=z= Faux et x=y=z= VRAI.Théorème 10 S
hae�er [17℄ NAE-SAT est NP-
omplet.Preuve: À 
haque 
lause C = (x ∨ y ∨ z) on asso
ie les deux 
lausessuivantes :
C ′ = (x ∨ y ∨ u) et C” = (u ∨ z ∨ Faux)où u est une nouvelle variable.Il est fa
ile de voir que C est satis�able ssi C' et C" sont NAE-satis�ables.
2Une-parmi-trois-SAT est la variante de 3-SAT où l'on 
her
he une solutionqui satisfasse exa
tement une variable par 
lause. Nous allons maintenantmontrer que 
e problème est NP-
omplet.Théorème 11 S
hae�er [17℄ Une-parmi-trois-SAT est NP-
omplet.Preuve: À 
haque 
lause C = (x∨y∨z) on asso
ie les trois 
lauses suivantes :
C1 = (x ∨ u ∨ v), C2 = (v ∨ y ∨ w) et C3 = (w ∨ w′ ∨ z)où u, v, w et w' sont 4 nouvelles variables.Il est fa
ile de voir que C est satis�able ssi C1, C2 et C3 sont une-parmi-trois-satis�ables.
2Nom (Max-2-SAT )Données: Un ensemble de variables booléennes x1, . . . xn, une 
olle
tionde 
lauses C = {C1, . . . Cm} où 
haque 
lause possède au plus 2variables, k un entierRésultat: Existe-t-il une interprétation satisfaisant au moins k 
lauses ?Théorème 12 Max2�SAT est NP-
omplet.Preuve:À 
haque 
lause C = (x ∨ y ∨ z) on asso
ie les 10 
lauses suivantes :
(x)(y)(z)(w)
(x ∨ y)(y ∨ z)(x ∨ z)
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(x ∨ w)(y ∨ w)(z ∨ w)Où w est une nouvelle variable.On peut véri�er qu'un interprétation satisfaisant la 
lause C peut s'étendreen une interprétation satisfaisant au moins 7 des 10 
lauses.Losque x = y = z = Faux au plus 6 
lauses parmi les 10 seront satisfaites.Pour la rédu
tion il su�t de prendre k = 7m.
23.3.1 Appli
ationUne question soulevée par C. Bessiere à partir d'un problème de satisfa
-tion de 
ontraintes.On 
onsidère le problème de 
oloration de graphe suivant :Nom (Coloration ave
 
ontraintes)Données: un grapheG = (X, E) non orienté, k 
ouleurs et des 
ontraintespré
isant les deux 
ouleurs autorisées (parmi les k) pour 
haquesommetRésultat: G admet-il une 
oloration respe
tant 
es 
ontraintes ?Bien que la 
oloration soit un problème NP-
omplet, nous allons i
i nousramener au problème 2-SAT.Pour 
e faire on dé�nit des variables booléennes xj

i ave
 1 ≤ i ≤ n et
1 ≤ j ≤ k.

xj
i = V RAI ssi la 
ouleur j est autorisée pour le sommet i.Ave
 
es variables la 
ontrainte sur les deux 
ouleurs autorisées pour
haque sommet se traduit ave
 deux 
lauses à deux variables : la première
lause spé
i�e qu'au moins une des deux 
ouleurs est prise et l'autre que lesdeux ne peuvent être prises en même temps.Il su�t après d'ajouter pour 
haque arête du graphe une 
lause interdisantque les deux sommets extrémités possèdent la même 
ouleur.Ainsi la 
onstru
tion suivante nous ramène à 2-SAT et le problème initialest don
 polynomial.3.3.2 Exer
i
es1. Montrer que (3,4)-SAT est NP-
omplet.2. Montrer que le problème suivant est NP-
omplet.Nom (Partie héréditaire maximale)



3.3. SAT ET DÉPENDANCES 25Données: Un graphe orienté G = (X, U) sans 
ir
uit, une valuation
ω : X → Z, et k ∈ ZRésultat: Existe-t-il une partie héréditaire S ⊆ X telle que ω(S) ≥ k ?On rappelle qu'une partie héréditaire véri�e la propriété suivante :(x ∈ S) et (il existe un 
hemin de x à y dans G) impliquent que y ∈ S.3.3.3 D'autres 
as polynomiaux de SATLes 
lauses de Horn.Nom (Horn-SAT )Données: un ensemble de variables booléennes x1, . . . xn, une 
olle
tionde 
lauses C = {C1, . . . Cm} où 
haque 
lause possède au plusun littéral positifRésultat: C est-elle satis�able ?Théorème 13 Horn-SAT est polynomial.Preuve:1- On 
ommen
e par éliminer toutes les 
lauses à un litéral en simpli�anttant que 
'est possible.2- Ensuite on a�e
te à Vrai tous les litéraux positifs �gurant dans les
lauses restantes. Cela peut 
réer éventuellement de nouvelles 
lauses à unlitéral, on applique don
 une deuxième fois la simpli�
ation dé
rite en 1).3- Il ne reste don
 plus que des 
lauses dont tous les litéraux sont négatifs.Il existe des algorithmes linéaires pour résoudre Horn-SAT.Théorème 14 Toute instan
e de k-SAT dont les 
lauses ont exa
tement kvariables et ayant stri
tement moins de 2k 
lauses est satis�able.Preuve: Il su�t de remarquer qu'une 
lause rend impossible exa
tementune des a�e
tations 2k possibles. Pour 
eux qui ne sont pas satisfaits par 
etargument grossier, on peut faire un raisonnement probabiliste simple.2Théorème 15 Toute instan
e de k-SAT dont les 
lauses ont exa
tement kvariables et dans laquelle une variable apparaît dans au plus 2k−2

k

lauses estsatis�able.



26CHAPITRE 3. QUELQUES EXEMPLES DE RÉDUCTIONS POLYNOMIALESPreuve: On peut retrouver 
e théorème à partir d'un résultat d'Erdoset Lovász, mais aussi par un raisonnement probabiliste en utilisant le lemmelo
al de Lovász, 
f. l'arti
le de Molloy dans [12℄. 2Tovey [18℄ avait 
onje
turé la même propriété pour 2k−1, mais Dubois [7℄a proposé un 
ontre-exemple.Une question naturelle : le théorème pré
édent est-il le meilleur possible ?Nous 
onnaissons d'autres 
lasses polynomiales de SAT. Horn-SAT dé�niespositives, instan
es de SAT pour lesquelles 
haque 
lause admet exa
tementun littéral positif.La question du renommage3.4 Graphes d'in
iden
e variables�
lausesUne 
lique est un sous-graphe 
omplet et le problème Clique maximalese dé�nit 
omme suit :Nom (Clique maximale)Données: G=(X,E) un graphe non-orienté, k un entierRésultat: Existe-t-il une 
lique de 
ardinal ≥ k dans G?Théorème 16 3-SAT ≪K Clique maximalePreuve: Etant donné une instan
e I des 3-SAT on 
onstruit un grapheG(I) non orienté sur les 
lauses, 
omme suit :À 
haque 
lause Cj = (ui
1, u

i
2, u

i
3) , 1 ≤ j ≤ m, on asso
ie un stable àtrois sommets, notés ui

1, u
i
2, u

i
3 et l'on 
onstruit l'arête ui

lu
j
k ssi ui

l 6= uj
k pour

l, k ∈ {1, 2, 3}.La donnée I est satis�able ssi le graphe G(I) admet une 
lique de taillem. 2Nom (Ar
s interdits)Données: un graphe orienté sans 
ir
uit G=(X, U), un ensemble de
ouples (ai, bi), 1 ≤ i ≤ k, deux sommets s, p ∈ XRésultat: Existe-t-il un 
hemin de s à p dans G, pour lequel au
un (ai, bi)ne soit une 
orde ?Ce problème intervient dans les problèmes de raisonnement liés à l'hé-ritage non-monotone, les 
ordes représentant les ex
eptions à l'héritage. Ilm'avait été posé par Roland Du
ournau en 
es termes d'ar
s d'ex
eption, etle théorème de NP-
omplétude 
i-dessous interdit tout algorithme vraimente�
a
e !



3.4. GRAPHES D'INCIDENCE VARIABLES�CLAUSES 27Théorème 17 [10℄ 3-SAT ≪K Ar
s interditsPreuve: Soit I une donnée de 3-SAT, on va lui asso
ier un graphe sans
ir
uit G(I), en fait une orientation d'un sous graphe du graphe utilisé dansla transformation 3-SAT ≪K Clique maximale.On 
hoisit un ordre quel
onque sur les 
lauses, par exemple C1 ≤ C2 ≤
. . . ≤ Cm.À 
haque 
lause Cj = (ui

1, u
i
2, u

i
3) , 1 ≤ j ≤ m on asso
ie un stableà trois sommets, notés ui

1, u
i
2, u

i
3. On 
rée deux nouveaux sommets s et prespe
tivement l'unique sour
e et l'unique puits de G. On ajoute tous lesar
s de s aux sommets de C1 (resp. des sommets de Cm à p), ainsi que tousles ar
s des sommets de Ci à 
eux de Ci+1 pour i=1 à m-1 (biparti 
ompletentre deux 
lauses 
onsé
utives).Il su�t alors de prendre 
omme ar
s interdits les 
ouples : ui

l, u
j
k ssi ui

l = uj
kave
 i ≤ j et l, k ∈ {1, 2, 3}.La donnée I est satis�able ssi le graphe G(I) admet un 
hemin de s à psans 
orde interdite.En e�et tout 
hemin de s à p traverse 
haque 
lause Ci en un sommetunique ui

l. On peut don
 asso
ier à 
e 
hemin une interprétation des va-riables satisfaisant toutes les 
lauses, à la 
ondition qu'une même variablen'intervienne pas sous forme dire
te et 
omplémentée sur 
e 
hemin (
e qui
orrespond aux 
ordes interdites).Ré
iproquement si I est satis�able, il existe une a�e
tation des variablessatisfaisant toutes les 
lauses (i.e. il existe au moins une variable à VRAI par
lause. Il su�t alors de 
onsidérer un 
hemin de s à p, obtenu en prenant pour
haque un sommet dont la valeur de verité est VRAI dans 
ette a�e
tation.Ce 
hemin est trivialement sans 
orde interdite.
2On remarquera que dans 
ette transformation à une a�e
tation satisfai-sant I , il peut 
orrespondre plusieurs 
hemins de s à p.De 
ette transformation on peut déduire un algorithme de résolution de3-SAT en termes de 
hemins. Il su�t d'énumérer tous les 
hemins de s à p.Hélas il peut y en avoir un nombre exponentiel !Nom : Sous-ordre total maximalDonnées : G = (X, U) un graphe sans 
ir
uit, un entier k



28CHAPITRE 3. QUELQUES EXEMPLES DE RÉDUCTIONS POLYNOMIALESQuestion : Existe-t-il un 
hemin [x1, . . . , xk] de G dont tous les ar
s detransitivité appartiennent à G ?Ce problème m'a été posé par C. de La Higuera et provenait d'un pro-blème d'apprentissage.Théorème 18 3-SAT ≪K Sous-ordre total maximalPreuve: On adapte fa
ilement la transformation pré
édente. À 
haque
lause on asso
ie 
omme 
i-dessus un ensemble de 3 sommets non adja
entsentre eux, et entre deux 
lauses Ci et Ci+1, on inter
ale un sommet inter-médaire zi su

esseur de tous les sommets de Ci et prédé
esseur de tous lessommets de Ci+1. En�n on ajoute tous les ar
s de transitivité ex
eptés lesar
s du type :
ui

l, u
j
k tels que ui

l = uj
k ave
 i ≤ j et l, k ∈ {1, 2, 3}.Il est alors 
lair que l'ensemble des 
lauses est satis�able ss'il existe unsous-ordre total ayant tous ses ar
s de transitivité. 2Un ar
 de retour d'un 
hemin [s = x0, x1, . . . , xk = p] est tout simplementun ar
 xjxi ave
 0 ≤ i ≤ j ≤ k. Le problème suivant intervient dans l'analysedes graphes de programmes à des �ns de 
ompilation e�
a
e.Nom (Ar
s de retour)Données: un graphe orienté G=(X, U), deux sommets s, p ∈ XRésultat: Existe-t-il un 
hemin de s à p dans G, sans ar
 de retour ?Théorème 19 3-SAT ≪K Ar
s de retourPreuve: Même transformation que pour ar
s interdits, on 
onsidère legraphe G(I) et au lieu d'introduire des 
ordes interdites, on 
onsidère desar
s de retour :

uj
ku

i
l ssi ui

l = uj
k ave
 i ≤ j et l, k ∈ {1, 2, 3}. 2Théorème 20 3− SAT ≪K ColorationPreuve: On 
onsidère une donnée I de 3 − SAT utilisant Cj , 1 ≤ j ≤ p
lauses et x1, . . . , xn, n ≥ 4 variables. On lui asso
ie un graphe G(I)=(X, E)de la façon suivante :

X = {vi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {xi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {xi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {Cj, 1 ≤ j ≤ p}
E = {vivj , i 6= j}∪{xixi, 1 ≤ i ≤ n}∪{vixj , vixj , i 6= j}∪{uiCj, ui /∈ Cjoù

ui est un littéral (soit xi ou xi)}



3.5. EXTENSIONS DE LA THÉORIE 29On remarque que G({v1, . . . , vn}) est un sous graphe 
omplet de G(I), etdon
 il faut exa
tement n 
ouleurs pour 
olorer G({v1, . . . , vn}), et au moinsautant pour G(I).On peut montrer que G(I) est 
olorable ave
 n+1 
ouleurs ssi I est satis-�able. 23.4.1 Exer
i
es1. Montrer à l'aide d'une rédu
tion dire
te que : Coloration ≪K 3-SAT.2. Montrer que Clique maximale≪K Max-2-SAT.3. Le problème de l'indépendant (stable) de taille maximale reste NP-
omplet sur les graphes sans triangles.Piste : on asso
ie au graphe G, un nouveau graphe G′ en subdivisantdeux fois 
haque arête de G et l'on a :
α(G) = α(G′) + |E(G)| et χ(G) = 3.(Argument dû à Poljak 74).3.5 Extensions de la théorieBien faire la di�éren
e entre k donné et k �xé, lorsque k est un para-mètre que l'on a introduit pour transformer un problème d'optimisation enproblème de dé
ision.#-
omplet se lit sharp-
omplet en anglais.Complexité paramétrée [6℄.
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Chapitre 4Re
ueil d'examens du module
omplexité
Novembre 95Complexité 
on
rèteOn suppose disposer d'un programme A et d'une ma
hine dont l'hor-loge est a

essible par programme. Vous savez que le nombre d'opérationsélémentaires exé
utées par le programme A sur une donnée de taille n véri�e :

TA(n) = an2 + bn + c1 Comment mesurer pratiquement les 
onstantes a,b et 
 ?2 Que représentent 
es 
onstantes ? En parti
ulier 
 et b.3 Mêmes questions lorsque TA(n) ≤ an2 + bn + c4* Comment mesurer pratiquement l'in�uen
e du swap sur une ma
hinepour un programme donné ?(Le temps d'exé
ution peut dépendre del'en
ombrement de la mémoire au 
ours de l'exé
ution du programme).Comment programmer les algorithmes a�n que leur temps de 
al
ulmesurés dépendent le moins possible des algorithmes de swap ?Rédu
tionsOn 
onsidère le problème suivant :Nom : Sous-ordre total maxDonnées : G = (X, U) un graphe sans 
ir
uit, un entier k31



32CHAPITRE 4. RECUEIL D'EXAMENS DU MODULE COMPLEXITÉQuestion : Existe-t-il un 
hemin [x1, . . . , xk] de G dont tous les ar
s detransitivité appartiennent à G ?1 Montrer que 
e problème est bien dans NP.2* Montrer que 
e problème est NP-
omplet.Piste : on peut s'inspirer de la preuve sur ar
s interdits, et partir de3-SAT.3* Où se trouve la barrière Polynomial/NP-
omplet sur 
e problème degraphes ?4* En parti
ulier, si tous les degrés entrant et sortant sont ≤ 2. Est-
epolynomial (fournir un algo) ou NP-
omplet (fournir une rédu
tion) ?5* On 
onsidère maintenant le problème :Nom : Chemin sans ar
 de retourDonnées : G = (X, U) un graphe orienté, a, b deux sommetsQuestion : Existe-t-il un 
hemin reliant a et b dans G sans ar
 deretour ?Ce problème est-il NP-
omplet ou polynomial ?6* Où se trouve la barrière Polynomial/NP-
omplet sur 
e problème degraphes ?



33Novembre 96Première partie : 4 pointsVotre patron vous demande d'améliorer les performan
es d'un algorithmequ'il a é
rit très rapidement sans trop prendre garde à la 
omplexité. Aprèsplusieurs semaines d'un travail harassant, la le
ture exhaustive des livresd'algorithmique, vous réussissez laborieusement à programmer un algorithmeoptimal.Hélas les tests de performan
e sont formels, l'algorithme du patron bienque non optimal, est beau
oup plus rapide sur les jeux de données utilisés.Comment expliquer un tel phénomène ?4.0.1 Deuxième partie : 15 pointsOn 
onsidère le problème 2-SAT, i.e. la version du problème SAT danslaquelle les 
lauses admettent au plus deux variables. On asso
ie à 
haquedonnée φ de 2-SAT, un graphe G(φ) dont les sommets sont les variables(sous forme dire
te et 
omplémentée). Plus pré
isemment à 
haque variablebooléenne xi 
orrespond deux sommets xi et ¬xi.Deux sommets x et y de G sont reliés par un ar
 ssi la 
lause (¬x∨y) ∈ φor (y ∨ ¬x) ∈ φ.1. Montrer que 2− SAT ∈ NP .2. Construire le graphe asso
ié à la formule suivante : (x1 ∨ x2) ∧ (x2 ∨
x3) ∧ (¬x1 ∨ ¬x3) ∧ (¬x2 ∨ x4).3. Montrer que si l'ar
 (x, y) ∈ G, alors (¬y,¬x) ∈ G. Que représentent
es ar
s ?4. Montrer que φ n'est pas satis�able si et seulement s'il existe une variable
x et deux 
hemins de x à ¬x et de ¬x à x dans G(φ).5. En déduire que 2− SAT ∈ P .6. Peut-on poursuivre le raisonnement ave
 3-SAT? Idem pour SAT.7. Proposer une méthode exa
te, à base de 
hemins dans un graphe (àdé�nir) pour résoudre 3-SAT.



34CHAPITRE 4. RECUEIL D'EXAMENS DU MODULE COMPLEXITÉNovembre 97Analyse de texte : 5 pointsVous trouverez en annexe les premières pages d'un texte sur l'e�
a
itéde la programmation par objet.une photo
opie d'un texte litigieux était jointe !1. Quelles mesures de 
omplexité faut-il inventer pour répondre aux be-soins de 
et arti
le. Que veulent mesurer les auteurs ?2. Quel sens donner à la dé�nition d'un programme optimal ?3. Commentaire général sur 
es 3 pages.Rédu
tions entre problèmes polynomiaux : 5 pointsDé�nition 1 On dit qu'un problème A ≤f(n) B, s'il existe un algorithmequi permet de résoudre le problème A en O(f(n)) où n représente la taillede la donnée du problème A. Cet algorithme peut utiliser une pro
édure derésolution du problème B sur des données de taille O(n). Chaque utilisationsera 
omptée en O(1).1. Montrer que 
ette relation est un préordre.2. Quel est le rapport ave
 la rédu
tion dé�nie dans le poly
opié 
hapitre1, page 11 (du genre l'une implique l'autre) ?3. Y-a-t-il un rapport ave
 les rédu
tions de Turing et de Karp ?4. Donner des exemples d'appli
ation.Des rédu
tions, des vraies : 15 pointsDémarrons par le problème de l'isomorphisme. On prendra 
omme pro-blème standard, le problème de dé
ision de l'existen
e d'un isomorphismeentre deux graphes non orientés.Dé�nition 2 Un problème est dit isomorphisme-
omplet s'il est équi-valent au problème standard. Équivalent au sens de la Turing rédu
tion.



351. Montrer que l'isomorphisme de graphes bipartis est isomorphisme 
om-plet.2. Montrer que le problème de la re
her
he d'un isomorphisme entre deuxgraphes est isomorphisme 
omplet.3. Montrer que le problème de la re
her
he de la partition en 
lasses desommets automorphes d'un graphe est isomorphisme 
omplet. Deuxsommets x et y appartiennent à la même 
lasse si et seulement s'ilexiste un automorphisme du graphe qui é
hange x et y.4. Les questions pré
édentes 
ontredisent-elles le rapport évoqué en 
oursentre problèmes de dé
ision et problèmes de re
her
he ?5. Montrer que le problème de la re
her
he d'un isomorphisme entre deuxgraphes réguliers est isomorphisme 
omplet.Dé�nition 3 On appelle 
entre d'un graphe G = (X, E), un sommet x ∈ Xdont l'ex
entri
ité est minimale. L'ex
entri
ité ecc(x) d'un sommet est égaleà Maxy∈X{d(x, y)}.1. Montrer que l'isomorphisme de deux arbres est polynomial.2. * Montrer que le problème de l'isomorphisme reste isomorphisme 
om-plet sur la 
lasse des graphes ayant un seul 
entre.Dé�nition 4 Un automorphisme θ d'un graphe G = (X, E) est dit sanspoint �xe, s'il n'existe pas de sommet x ∈ X tel que θ(x) = x.** Montrer que le problème de l'existen
e d'un tel automorphisme pourun graphe donné est NP-
omplet.Piste : on peut partir de 3-SAT.** Une petite dernière : 2-SAT est polynomial ainsi que Horn-SAT(restri
tion de SAT aux 
lauses de Horn), qu'en est-il de l'union des deux ?C'est à dire les ensembles de 
lauses qui sont soit de Horn soit à deux va-riables.Polynomial ou NP-
omplet ?



36CHAPITRE 4. RECUEIL D'EXAMENS DU MODULE COMPLEXITÉDé
embre 98Complexité 
on
rète1-fa
ile : Évaluer sur une ma
hine RAM le 
oût d'un algorithme de 
al
ulde fa
torielle(n)=n ! .Peut-on dire que 
e 
al
ul est polynomial ?2 : On 
onsidère maintenant une ma
hine RAM dont les mots ont une lon-gueur �xée (k bits). Évaluer sur 
e nouveau modèle de ma
hine l'algo-rithme présenté à la question pré
édente.3 : Qu'en 
on
lure sur 
es deux modèles de ma
hines ?Rédu
tionsNous avons vu en 
ours une rédu
tion 
on
ernant Max 2-SAT. Bien que2-SAT soit polynomial, Max 2-SAT est NP-di�
ile ! Les questions qui suiventdevraient permettre de mieux 
omprendre 
e résultat.1-fa
ile : Nom (Max(2, 2)-SAT )Données: un ensemble de variables booléennes x1, . . . xn, deux 
olle
-tions de 
lauses C = {C1, . . . Cm} et S = {S1, . . . Sk} où 
haque 
lausepossède au plus 2 littérauxRe
her
he (On 
her
he une interprétation que satisfasse les 
lauses de
C et maximisant la satisfa
tion des 
lauses de S)Montrer que 
e problème est NP-di�
ile ?2-fa
ile : Considérons les deux restri
tions suivantes de Max(2, 2)-SAT :Nom (Max(2, 1)-SAT )Données: un ensemble de variables booléennes x1, . . . xn, deux 
olle
-tions de 
lauses C = {C1, . . . Cm} et S = {S1, . . . Sk} où 
haque 
lausepossède de C au plus 2 littéraux, mais dans lequel 
haque 
lause de Spossède au plus un litéral.Re
her
he (On 
her
he une interprétation que satisfasse les 
lauses de
C et maximisant la satisfa
tion des 
lauses de S)Nom (Max(2, 1+)-SAT )Données: un ensemble de variables booléennes x1, . . . xn, deux 
olle
-tions de 
lauses C = {C1, . . . Cm} et S = {S1, . . . Sk} où 
haque 
lause



37possède de C au plus 2 littéraux, mais dans lequel 
haque 
lause de Sest un un litéral positif.Re
her
he (On 
her
he une interprétation que satisfasse les 
lauses de
C et maximisant la satisfa
tion des 
lauses de S)Montrer que Max(2, 1)-SAT et Max(2, 1+)-SAT sont polynomialementéquivalents. (Piste : Il su�t d'exhiber les deux Turing-rédu
tions, no-tées <T ).3-* Montrer que Max(2, 1+)-SAT est NP-di�
ile ?4 : Soit le problème d'optimisation de graphe :Nom (Indépendant Maximum)Données: Un graphe G = (X, E)Re
her
he (On 
her
he un ensemble I ⊂ X de taille maximum tel que
∀x, y ∈ I, xy /∈ E)Montrer que :Max(2, 1+)-SAT <T Indépendant Maximum.5-* : Montrer que Indépendant Max <T Max(2,1+)-SAT.6-* : Mêmes questions (4,5) ave
 la 
oloration minimale d'un graphe.7-* Que peut-on dire de la frontière P/NP-di�
ile sur Max(2,1+)-SAT? Enparti
ulier, peut-on ajouter en
ore beau
oup de 
ontraintes et resterNP-di�
ile ?Variations autour de SAT1-fa
ile : Montrer que Dé
ision-SAT <T Re
her
he-SAT <T Dé
ision-SAT2-* : Quelle propriété avez vous utilisée dans la preuve de la question pré-
édente ? Est-
e transposable au problème du voyageur de 
ommer
e ?Dé
ision-voyageur <T Re
her
he-voyageur <T Dé
ision-voyageur3 : On 
onsidère le problème suivant :Nom (SAT-
ritique :)Données: un ensemble de variables booléennes x1, . . . xn, une 
olle
-tion de 
lauses C = {C1, . . . Cm}Re
her
he (On 
her
he à véri�er que 
ette instan
e n'est pas satis�ablemais qu'elle le devient dès qu'on enlève une 
lause)Montrer que SAT-
ritique est NP-di�
ile.



38CHAPITRE 4. RECUEIL D'EXAMENS DU MODULE COMPLEXITÉ4 Est-
e que SAT-
ritique est dans NP ou 
o-NP?5-* Que dire du problème SAT- unique, qui 
onsiste à se poser la questionsi une instan
e de SAT admet une unique solution ? Idem pour le pro-blème qui 
onsiste à déterminer la parité du nombre des solutions deSAT.Parallélisme1 : À quelles 
onditions peut-on espérer obtenir un algorithme polynomialsur une ma
hine parallèle pour un problème NP-
omplet ?(Piste : On peut 
omparer le temps mis par un algorithme séquentielave
 
elui mis par un algorithme parallèle sur une ma
hine ayant ppro
esseurs).2 : Quelles 
onséquen
es pratiques en tirer ?4.1 S'il pleut diman
he . . . ***On 
onsidère un graphe G = (X, E) et une numérotation π de 
es som-mets.On dé�nit Succπ(x) (resp. Predπ(x)) le nombre de voisins de x dans Gqui sont après (resp. avant) x dans π.Quelle est la 
omplexité du 
al
ul de la numérotation π qui minimise :
Σx∈X |Succπ(x)− Predπ(x)| .Novembre 19994.1.1 Complexité "
on
rète"On 
onsidère le problème du routage dans un réseau de routeurs (parexemple de type Internet). Les routeurs sont les sommets d'un graphe ayantn sommets et l'on supposera l'existen
e d'une numérotation globale des rou-teurs (i.e. à 
haque routeur on asso
ie un identi�ant i ∈ [1, n]).De plus 
haque routeur i possède et 
onnaît ses 
anaux d'entrée-sortienumérotés de 1 à degré(i).Le problème du routage 
onsiste pour un routeur donné, lorsqu'il re
oitun paquet, à 
al
uler le numéro du 
anal de sortie en fon
tion de l'adresse



4.1. S'IL PLEUT DIMANCHE . . . *** 39(identi�ant) du destinataire du paquet (
ette adresse est en général disponibledans l'entête du paquet).Deux te
hniques prin
ipales sont utilisées :� un simple a

ès à une table de routage pré
al
ulée qui 
ontient desinformations du type : (destination, numéro du 
anal de sortie).� Le 
al
ul du plus 
ourt 
hemin du routeur jusqu'à la destination per-mettant d'en déduire la 
anal de sortie (dans 
e 
as, le réseau est sto
kéen mémoire lo
ale du routeur).1. Evaluez pré
isemment 
es deux te
hniques en pré
isant la taille de ladonnée, le temps de 
al
ul et l'espa
e mémoire utilisé.2. Déterminez l'appartenan
e de 
es méthodes à FP, FNP (F pour fon
-tionnel, 
ar nous ne sommes pas dans le 
adre des problèmes de dé
i-sion, l'algorithme du routage produit un nombre).3. ** Peut-on envisager des méthodes plus e�
a
es en temps, en mé-moire ? On peut s'inspirer de la solution proposée par IP dans Internet.4.1.2 SAT ToujoursOn 
onsidère la restri
tion de SAT dans laquelle 
haque 
lause admet auplus un littéral positif.1. Montrer que 
ette sous-
lasse est polynomiale.2. Il n'est pas si fa
ile de re
onnaître les instan
es de 
ette sous 
lassede SAT. En e�et il est possible qu'une instan
e ait au plus un littéralpositif par 
lause, lorsqu'on a pro
édé à un renommage des variables.Donner un algorithme de renommage.4.1.3 Autour de SAT1. Le problème de la véri�
ation qu'une instan
e de SAT admet exa
te-ment une solution est-il dans NP?2. Quelle est la 
omplexité de la véri�
ation qu'une instan
e de 2-SATadmet exa
tement une solution ?3. *On 
onsidère maintenant la résolution d'équations du type :
Q1x1, . . .QkxkC1 ∧ . . . Cm = 1



40CHAPITRE 4. RECUEIL D'EXAMENS DU MODULE COMPLEXITÉoù Qi est un quanti�
ateur existentiel (∃) ou universel (∀).3-SAT quanti�é est P-espa
e 
omplet.Montrer que 2-SAT quanti�é est polynomial.4. On 
onsidère maintenant une sous-
lasse polynomiale de SAT, montrerque si l'on borne le nombre de quanti�
ateurs universels, la résolutionquanti�ée sur 
ette sous 
lasse reste polynomiale.5. ** Que se passe-t-il dans le 
as général, i.e. la résolution d'équationsquanti�ées sur une sous 
lasse polynomiale de SAT?4.1.4 Un problème de 
heminsOn 
onsidère le problème suivant :Nom : Chemins disjointsDonnées un graphe orienté G = (X, U), des 
ouples de sommets (si, ti),
1 ≤ i ≤ k.Question Existe-t-il k 
hemins sommet-disjoints reliant si à ti, pour 1 ≤
i ≤ k.1. Montrer que 
e problème est dans NP.2. Montrer qu'il est NP-
omplet.On pourra pour 
e faire partir de 3-SAT.3. Même résultat pour les graphes non-orientés.4. * Même résultat ave
 k=2.4.1.5 ApproximationNotation : On s'intéresse dans 
et exer
i
e au 
oloriage des arêtes d'ungraphe. Un 
oloriage des arêtes d'un graphe est valide si 2 arêtes in
identessont 
oloriées dans 2 
ouleurs di�érentes. Le problème du 
oloriage des arêtesd'un graphe 
onsiste à trouver un 
oloriage valide des arêtes utilisant unnombre minimum de 
ouleurs.Dans la suite, on appelle ∆(G), le maximum des degrés des sommets dugraphe G.On sait que :



4.2. POUR LE WEEK-END 41� le nombre minimal de 
ouleur né
essaires pour 
olorier les arêtes d'ungraphe est ∆(G) ou ∆(G) + 1,� savoir si on peut 
olorier les arêtes d'un graphe en ∆(G) 
ouleurs estun problème NP-
omplet,� le résultat pré
édent est vrai même si on se limite à la 
lasse des graphestels que ∆(G) = 3,� on peut 
olorier les arêtes d'un graphe en ∆(G) + 1 
ouleurs en tempspolynomial.Question : Sous les hypothèses P 6= NP, montrez qu'il n'existe pas d'algo-rithme ρ-appro
hant (s'exé
utant en temps polynomial) pour le problème du
oloriage des arêtes d'un graphe si ρ ≤
4

3
, mais qu'il existe un algorithme

4
3
-appro
hant pour 
e problème.4.2 Pour le week-endDonner une généralisation du théorème 6 du poly
op (sur (r,r)-SAT).Novembre 20004.2.1 On s'é
hau�e . . .1. Donner une dé�nition en termes simples (
ompréhensible par le télé-spe
tateur moyen) de la 
omplexité d'un algorithme, d'un problème.2. On 
onsidère un graphe non orienté G dont le degré maximum est ∆.E
rire un algorithme polynomial qui détermine si G 
ontient (ou non)une 
lique de 
ardinal ∆ + 1. (Rappel une 
lique est un sous graphe
omplet).Peut-on généraliser la méthode pour déterminer si G 
ontient une 
liquede 
ardinal ∆ ?4.2.2 Assez rigolé, au travail maintenant . . .On 
onsidère l'algorithme de par
ours de graphe suivant, appelé MaximalCardinality Sear
h (MCS) :



42CHAPITRE 4. RECUEIL D'EXAMENS DU MODULE COMPLEXITÉPar
ours MCSDonnées: un graphe non orienté G, un sommet xRésultat: un marquage de la 
omposante 
onnexe de x, i.e.l'ensemble des sommets FERMES à la �n du par
ours
OUV ERTS ← {x}
FERMES ← ∅
∀y, Etiquette(y)← 0tant que OUV ERTS 6= ∅ faire

z ← {y ∈ OUV ERTS | Etiquette(y) maximum }
Ajout(z, FERMES)Explorer(z)
V irer(z, OUV ERTS)Explorer(z)pour Tous les voisins y de z fairesi y ∈ FERMES alorsNe rien fairesi y ∈ OUV ERTS alorssinon

Etiquette(y)← Etiquette(y) + 1

Ajout(y, OUV ERTS)
Etiquette(y)← Etiquette(y) + 11. Nom (MCS )Données: Un graphe G non orienté, deux sommets a et b, un entier kRésultat: Existe-t-il une exé
ution de l'algorithme pré
édent (MCS)démarrant au sommet a et explorant b, après avoir exploré k sommetsentre a et b ?Montrer que MCS est dans NP et que MCS ≪K 3− SAT(on s'inspirera de la rédu
tion 3-SAT et 
lique maximale).2. *Nom (Extrémité d'un MCS )Données: Un graphe G non orienté, deux sommets a et bRésultat: Existe-t-il une exé
ution de l'algorithme pré
édent (MCS)démarrant au sommet a se terminant en bCe problème est-il NP-
omplet ?



4.2. POUR LE WEEK-END 433. *Pour quels autres types de par
ours de graphes peut-on avoir des ré-sultats de 
e type (par
ours en profondeur, . . .) ?4.2.3 Une question d'a
tualité *Existe-t-il des systèmes d'éle
tion présidentielle pour lesquels la détermi-nation du vainqueur soit un problème NP-
omplet ?4.2.4 Un s
héma d'approximation pour le problème dusa
 à dosRappel de l'énon
é du problème du sa
 à dos :
Max

n∑

i=1

pixi

n∑

i=1

aixi ≤ B

xi ∈ {0, 1}Quelques notations : on appelle I, l'ensemble des entiers de 1 à n. Ondit que S est une solution si S ⊂ I et ∑

i∈S

ai ≤ B. On note S∗ une solutionoptimale et P ∗ le poids du sa
 à dos 
orrespondant (
'est-à-dire ∑

i∈S∗

pi).On peut obtenir une solution en utilisant la méthode gloutonne suivante :on trie les objets par ordre dé
roissant du rapport pi

ai
(plus un objet est denseplus on a intérêt à le mettre dans le sa
 à dos pour maximiser son poids),puis on remplit le sa
 à dos en prenant les objets dans l'ordre pré
édemmentdé�ni (si un objet ne rentre pas il est rejeté et on passe à l'objet suivant).1) Cal
uler la solution obtenue par l'heuristique gloutonne sur l'instan
esuivante :1 2 3 4 5 6 7 8 9

pi 19 17 9 14 10 7 12 3 4
ai 14 13 7 11 8 6 11 3 5(S∗ = {3, 4, 5} et don
 P ∗ = 33).2) montrer que 
ette heuristique donne une solution S dont le poids dusa
 à dos 
orrespondant P peut être à un fa
teur aussi grand que l'on veut de

P ∗ (
'est-à-dire P ∗

P
est non borné). Indi
ation : pour faire la preuve il su�t



44CHAPITRE 4. RECUEIL D'EXAMENS DU MODULE COMPLEXITÉde donner une famille in�nie d'instan
es sur laquelle 
e rapport tend versl'in�ni.Soit J une solution du problème, on appelle glouton(J) la solution obte-nue en mettant les objets indi
és par les entiers de J dans le sa
 à dos et enajoutant de façon gloutonne les objets indi
és par les entiers de I −J (en lesprenant 
omme pré
édemment dans l'ordre dé
roissant du rapport pi

ai

). Lasolution gloutonne est don
 égale à glouton(∅).3) Cal
uler sur l'instan
e pré
édente glouton({7}) et glouton({2, 9}).Soit k, un entier quel
onque. On utilise la te
hnique suivante : pour 
haquesolution J , telle que J soit de 
ardinalité inférieure à k, 
al
uler glouton(J),on garde la meilleure solution parmi 
elles ainsi trouvées.4) 
al
ulez l'ordre de grandeur de la 
omplexité de 
ette heuristique enfon
tion de n et de k.5) (question di�
ile) Montrer qu'en appliquant l'heuristique pour k = 1,on obtient une solution S telle que le poids du sa
 à dos 
orrespondant estsupérieur à P ∗

2
. Indi
ation : soient i1 l'indi
e de l'objet le plus lourd de S∗(
'est-à-dire maxi∈S∗(pi)), J = {i1} et P le poids du sa
 à dos obtenu ave
la solution glouton(J). Montrer les résultats intermédiaires suivants (si vousn'arrivez pas à les montrer, admettez les pour 
ontinuer la preuve) : soit iml'indi
e de l'objet le plus dense de S∗ n'appartenant pas à glouton(J), alors

P ∗ ≤ P + pim . En déduire P ∗ ≤ 2 ∗ P puis le résultat souhaité.Si on utilise l'heuristique ave
 k sur une instan
e quel
onque alors la so-lution optimale divisée par la solution obtenue est inférieure à 1 + 1
k
(onl'admettra mais en question subsidiaire vous pouvez le montrer en vous ins-pirant de la preuve pré
édente).6) En déduire un s
héma d'approximation polynomial. Ce s
héma est-iltotalement polynomial ?



4.3. NOVEMBRE 2001 454.3 Novembre 20014.3.1 Complexité 
on
rète1 : Peut-on vraiment dire qu'un algorithme en n100 est meilleur qu'un algo-rithme en 1, 0000001n ?2 : Quelles sont à votre avis les retombées pratiques de la question P 6= NP ?3 : Les 
lasses de 
omplexité probabilistes vous paraissent-elles plus raison-nables ?4.3.2 Une nouvelle ma
hine de TuringOn appelle Ma
hine de Turing Non-déterministe Normande (MTNN), unema
hine de Turing à trois états �naux : OUI , NON et P'TETBENQU'OUI(PBQ pour les intimes).Nous dirons qu'un 
al
ul est a

epté par une telle ma
hine pour unedonnée I, si tous les 
al
uls possibles se terminent dans les états OUI et PBQet qu'il existe au moins un 
al
ul se terminant en OUI.Similairement un 
al
ul est refusé, si tous les 
al
uls donnent NON etPBQ et au moins un se termine sur l'état NON.Montrer qu'un Langage L est re
onnu par une MTNN ssi L ∈ NP ∩ co−
NP .4.3.3 Rédu
tions1 : Nom (Plus long 
y
le élémentaire)Données (Un graphe G = (X, E) non orienté, k un entier)Question (G admet-il un 
y
le élémentaire de taille supérieure ou égaleà k ? )Montrer que 
e problème est dans NP?Rappel : le mot élémentaire pour un 
y
le, une 
haîne, un 
hemin ouun 
ir
uit veut dire passer au plus une fois par 
haque sommet.2 Montrer que 
e problème de dé
ision est NP-
omplet.3 Que devient la 
omplexité du problème si l'on rempla
e 
yle par 
haîne ?4 : On 
onsidère maintenant le problème du plus long 
hemin élémentairevalué.
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hemin)Données (Un graphe G = (X, U) un graphe orienté, µ : U −→ Z unevaluation des ar
s, k ∈ Z)Question (Existe-t-il un 
hemin élémentaire dans G dont la valuationsoit supérieure ou égale à k ? )Montrer que 
e problème est NP-
omplet ?Piste : Pour toutes 
es questions on peut utiliser la NP-
omplétude duproblème du voyageur de 
ommer
e.4.3.4 En
ore SAT1. Montrer que 3− SAT ≤K Pas− tous− egaux− SAT .Pour 
e faire on transformera toute 
lause à trois éléments en deux
lauses en ajoutant une nouvelle variable.2. Montrer que 3− SAT ≤K Un− sur − trois− SAT .Dans 
ette variante de SAT, un seul littéral doit être vrai par 
lause.Dans 
e 
as on rempla
era toute 
lause par trois 
lauses en ajoutant 4nouvelles variables.4.3.5 Des problèmes de re
tangles *Montrer que les deux problèmes suivants sont NP-di�
iles, on peut s'ins-pirer du problème partition. Ces problèmes sont issus du parallélisme et desalgorithmes parallèles de multipli
ation de matri
es.Nom (Périmètre)Données (Etant donné p nombres réels s1, . . . , sp, t.q. : ∑p
i=1 si = 1)Re
her
he (Trouver une partition du 
arré unité en p re
tangles de sur-fa
e si et de 
�tés vi et hi telle que ∑p

i=1(hi + vi) soit minimale.)Nom (Périmètre Maximum)Données (Etant donné p nombres réels s1, . . . , sp, t.q. : ∑p
i=1 si = 1)Re
her
he (Trouver une partition du 
arré unité en p re
tangles de sur-fa
e si et de 
�tés vi et hi telle que Max1≤i≤p(hi + vi) soit minimale.)4.3.6 Comme promis . . . ***On 
onsidère le problème suivant :
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-à-dos sur graphe)Données (Un graphe orienté sans 
ir
uit G = (X, U) et une valuation πà valeur dans Z de 
es sommets, k un entier relatif.)Question (Existe-t-il un sous ensemble héréditaire S ⊆ X tel que Σx∈Sπ(x) ≥
k ? )Nous avons vu en 
ours une transformation valable lorsque G(S) est
onnexe. Montrer que 
e problème est NP-
omplet.4.3.7 Commentaire �nalLorsque le résultat d'une question est 
lairement énon
é, on peut l'ad-mettre si né
essaire dans les questions suivantes. Comme 
onvenu, j'a

ep-terai des réponses pertinentes aux questions marquées d'une ou plusieurs *jusqu'au mer
redi 21 novembre 2001 à 14h GMT.
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hé optimal pour le problème du
k-
entreLe problème du k-
entre.Données : Un entier k, un ensemble de villes V = {v1, v2, . . . , vn} et unematri
e D où dij représente la distan
e entre la ville i et la ville j (on suppo-sera aussi que D respe
te l'inégalité triangulaire 
'est-à-dire que ∀i, j, k, ona dij ≤ dik + dkj). Pour simpli�er, on supposera que D est symétrique.But :Trouver un ensemble S, S ⊆ V , tel que |S| = kqui minimise maxj∈V (dSj) = maxj∈V (mini∈S(dij).A 
haque ensemble S de k villes, on asso
ie la fon
tion f dans N : f(S) =

maxj∈V dSj. Don
 le but est de trouver S∗ qui minimise f , on notera d∗ =
f(S∗).a *) Montrer que ∀ǫ > 0, il n'existe pas d'algorithme polynomial (2 − ǫ)-appro
hé pour 
e problème (sous les hypothèses que P 6= NP ). Indi
ation : leproblème de l'existen
e d'une 
ouverture de taille k dans un graphe G=(V,E)est un problème NP-
omplet (rappel : une 
ouverture C est un sous-ensemblede V qui inserse
te toutes les arêtes de G : ∀e ∈ E, e ∩ C 6= ∅).Dans la suite, on se propose de montrer qu'il existe un algorithme poly-nomial 2-appro
hé pour le problème du k-
entre. On appellera Hd le graphe
onstruit de la façon suivante Hd = (V, Ed) où Ed = {{vi, vj} | dij ≤ d }.Les questions b, 
, et d sont indépendantes.b) Que peut-on dire s'il existe un dominant de taille k dans Hd ? (un dominantest un sous-ensemble D de sommets tel que ∀y ∈ V, ∃x ∈ D tels que {x, y} ∈
Ed).
 *) Montrer que si H2d a un stable de taille stri
tement supérieure à k alors
Hd ne possède pas de dominant de taille k.d) Montrer qu'un stable maximal d'un graphe est un dominant. Rappel :un stable S est dit maximal s'il n'est pas stri
tement in
lus dans un autrestable, en parti
ulier on peut trouver en temps polynomial un stable maximal
ontrairement à un stable de 
ardinalité maximum (si P 6= NP ).



4.4. NOVEMBRE 2002 49e **) En déduire un algorithme polynomial 2-appro
hé pour le problème du k-
entre. On peut évidemment admettre les résultats pré
édents pour e�e
tuer
ette question.4.4 Novembre 2002Les parties sont indépendantes. Le barême dépendra de 
e que vous aurezfait. Nous avons indiqué une estimation de la di�
ulté devant 
haque ques-tion. au
une marque = fa
ile, 
'est presque du 
ours, *= faut avoir une idée,** 
'est di�
ile.4.4.1 Complexité 
on
rète1-fa
ile : Montrer qu'un programme qui fait appel un nombre 
onstant d'ap-pels à des sous-programmes dont le temps d'exé
ution est polynomialest lui-même polynomial.2 : Que peut-on dire d'un programme qui fait appel un nombre polynomiald'appels à des sous-programmes dont le temps d'exé
ution est polyno-mial ?3 : Que peut-on dire sur les relations entre les deux 
onje
tures suivantes :a) P 6= NPb) NP 6= co−NPFinalement que pensez vous : P = NP ou P 6= NP ? Justi�er votreintuition.4.4.2 Quelques Rédu
tions1 : Nom (Chemin passant par K)Données (Un graphe G = (X, U) orienté dont les ar
s sont valués par
ω : U −→ Z, K un entier et deux sommets s et p)Question (G admet-il un 
hemin de s à p passant par K ? )Un 
hemin µ = [s = x0, x1, x2, . . . , xh = p] de G passe par K, s'il existe
i ∈ [1, h] tel que : Σj=i

j=0ω(xjxj+1) = KMontrer que 
e problème est dans NP?2 : Montrer que 
e problème de dé
ision est NP-
omplet. Piste : on peut
onstruire une rédu
tion à partir de Somme Exa
te.



50CHAPITRE 4. RECUEIL D'EXAMENS DU MODULE COMPLEXITÉ3 : Que devient le problème si l'on impose que la donnée soit un graphe sans
ir
uit ?4 Etudions une variante du problème pré
édent :Nom (Chemin évitant K)Données (Un graphe G = (X, U) orienté dont les ar
s sont valués par
ω : U −→ Z, K un entier et deux sommets s et p)Question (G admet-il un 
hemin de s à p évitant K ? )Un 
hemin µ = [s = x0, x1, x2, . . . , xh = p] de G évite K, si ∀i ∈ [1, h]

Σj=i
j=0ω(xjxj+1) 6= KCe problème est-il dans NP ou 
o-NP?5 : A-t-on Chemin passant par K = 
o-(Chemin évitant K) ?6-** : Est-il polynomial, NP-
omplet, 
o-NP-
omplet, NP-di�
ile ?4.4.3 En
ore des rédu
tions1 : Nom (Partition d'ensembles)Données (Une famille C de sous-ensembles d'un ensemble X)Question (Existe-t-il une partition de X en deux sous-ensembles X1et X2 telle qu'au
un ensemble de C ne soit in
lus dans X1 ou X2 ? )Montrer que 
e problème est NP-
omplet.2 : Nom (Fon
tion monotone)Données (Un ensemble �ni X, une famille C de triplets ordonnés

(a, b, c) d'éléments de X)Question (Existe-t-il une fon
tion f : X −→ {1, 2, . . . , |X|} de X telleque pour tout (a, b, c) on ait soit f(a) < f(b) < f(c) soit f(c) < f(b) <
f(a) ? )Montrer que 
e problème est NP-
omplet. On peut utiliser la questionpré
édente.4.4.4 Rituel . . . **On 
onsidère le problème suivant :Nom (Sa
-à-dos ordonné)Données (Un graphe orienté sans 
ir
uit G = (X, U) et une valuation πà valeur dans Z de 
es sommets, k un entier relatif.)



4.4. NOVEMBRE 2002 51Question (Existe-t-il un sous ensemble héréditaire S ⊆ X tel que Σx∈Sπ(x) ≥
k ? )Nous avons vu en 
ours une transformation valable lorsque G(S) est
onnexe. Montrer que 
e problème est NP-
omplet.4.4.5 Approximation : un problème de rangementSoient n objets à ranger dans un nombre minimum de boîtes (une boîteest utilisée si on y range au moins un objet). Chaque objet i, 1 ≤ i ≤ n, est
ara
térisé par sa hauteur hi et on supposera que pour tout i, hi est un réel
ompris entre 0 et 1. Les boîtes ont toutes une hauteur de 1, 
'est-à-dire quesi Bj est l'ensemble des objets mis dans la boîte j on a ∑

i∈Bj

hi ≤ 1.On utilise la stratégie suivante : on prend les objets dans un ordre arbi-traire. Soient B1, B2 . . . Bk les boîtes déjà utilisées lorsque l'on range le iemeobjet. On essaie de mettre l'objet i dans la boîte B1 et en 
as d'é
he
 (boîtetrop remplie) dans la boîte B2 . . . jusqu'à la boîte k. Si né
essaire (é
he
 dansles k boîtes), on prend une (k + 1)eme boîte pour mettre l'objet.a) Montrer que 
et algorithme est 2-appro
hé (indi
ation : montrer quetoutes les boîtes sauf éventuellement une sont remplies plus qu'à moitié).b) Donner un exemple où l'algorithme donne une solution à 5

3
de l'opti-mum.
) Montrer que ∀ǫ > 0, il n'existe pas d'algorithme (3

2
− ǫ)-appro
hé quis'exé
ute en temps polynomial par rapport à n.d) Montrer que si ∀i, hi >

1

3
alors le problème devient fa
ile (il existe unalgorithme polynomial qui donne toujours la meilleure solution).e) On reprend maintenant l'algorithme initial mais en prenant les objetsen ordre dé
roissant de hauteur. Quel résultat obtient-on ave
 l'exemple b) ?Proposer un autre exemple tel qu'en prenant les objets en ordre dé
roissantde hauteur, on arrive à 3

2
de l'optimum.** Question subsidiaire : montrer que l'algorithme est ρ-appro
hé ave


ρ < 2.4.4.6 Commentaire �nalLorsque le résultat d'une question est 
lairement énon
é, on peut l'ad-mettre si né
essaire dans les questions suivantes. Comme 
onvenu, j'a

ep-



52CHAPITRE 4. RECUEIL D'EXAMENS DU MODULE COMPLEXITÉterai des réponses pertinentes aux questions marquées d'une ou plusieurs *jusqu'au vendredi 15 novembre 2002 à 18h GMT.4.5 Novembre 20034.5.1 Compréhension générale des théories1. Que peut-on dire d'une théorie pour laquelle un algorithme dont la
omplexité est θ(n1000) est "meilleur" qu'un algorithme en θ(2α(n)) où
α représente l'inverse de la fon
tion d'A
kermann ( i.e. une fon
tionqui 
roit extrêmement lentement ainsi pour n = 1 milliard, α(n) vautmoins de 10) ?2. Peut-on dire que tout programme (resp. tout programme d'optimisa-tion) tourne en O(1) ?3. Que pensez-vous de la 
onje
ture NP ∩ co−NP = P ?4. Démontrez NP P = NP (égalité a�rmée sur un transparent lors de laprésentation de la hiérar
hie polynomiale)5. Expliquer la 
ontradi
tion apparente entre :
NP P = NPet l'exemple d'un programme à la 
omplexité exponentielle utilisant unnombre polynomial d'appels d'une fon
tion polynomiale.4.5.2 Rédu
tions1. Montrer que le problème de l'isomorphisme de graphes non-orientés estpolynomialement équivalent au problème de l'isomorphisme de graphesbipartis ainsi qu'à 
elui de l'isomorphisme de graphes orientés sans
ir
uits.2. Rédu
tions par
imonieuses :Rappelons qu'une rédu
tion par
imonieuse est une rédu
tion polyno-miale qui préserve le nombre de solutions.Exhiber 3 rédu
tions par
imonieuses vues en 
ours. Peut-on é
rire unerédu
tion par
imonieuse en SAT et 3-SAT?3. Variations sur un problème :Données (Un ensemble �ni X et un ensemble de triplets M = {(ai, bi, ci)t.q.ai, bi, ci ∈ X})



4.6. NOVEMBRE 2004 53Question (Existe-t-il un ordre σ sur X, dans lequel ci est toujours ledernier du triplet et 
e
i pour ∀i ? )Montrer que 
e problème est dans NP. Est-il polynomial ou NP-
omplet ?4. Données (Un ensemble �ni X et un ensemble de triplets M = {(ai, bi, ci)t.q.ai, bi, ci ∈ X})Question (Existe-t-il un ordre σ sur X, dans lequel ci n'est jamais ledernier du triplet et 
e
i pour ∀i ? )Mêmes questions que pré
édemment.5. Données (Un ensemble �ni X et un ensemble de triplets M = {(ai, bi, ci)t.q.ai, bi, ci ∈ X})6. Données (Un ensemble �ni X et un ensemble de triplets M = {(ai, bi, ci)t.q.ai, bi, ci ∈ X})Question (Existe-t-il un ordre σ sur X, dans lequel ci n'est jamais ledernier du triplet et 
e
i pour ∀i ? )Mêmes questions que pré
édemment.Question (Existe-t-il un ordre σ sur X, dans lequel ci n'est jamais lepremier ni le dernier du triplet et 
e
i pour ∀i ? )Mêmes questions que pré
édemment.7. **Nom (Chemin évitant K)Données (Un graphe G = (X, U) orienté dont les ar
s sont valués par
ω : U −→ Z, K un entier et deux sommets s et p)Question (G admet-il un 
hemin de s à p évitant K ? )Un 
hemin µ = [s = x0, x1, x2, . . . , xh = p] de G évite K, si ∀i ∈ [1, h]

Σj=i
j=0ω(xjxj+1) 6= K.Est-
e polynomial ou NP-
omplet ?4.6 Novembre 20044.6.1 Appli
ations des théories de 
omplexitéIl a été ré
emment démontré (2002) que le problème de la re
onnaissan
ede la primalité d'un nombre est polynomial.Que pensez-vous du problème de la fa
torisation, i.e. le problème de re-
her
he qui 
al
ule les fa
teurs premiers d'un nombre entier ? Ce problème est



54CHAPITRE 4. RECUEIL D'EXAMENS DU MODULE COMPLEXITÉtrès important pour l'algorithme de 
ryptage RSA, pensez-vous qu'il existeun algorithme polynomial ? justi�ez votre réponse.Dans le même genre d'idée, que pensez-vous de l'existen
e d'une fon
tionde 
odage sûre (une fon
tion à sens unique, i.e. polynomiale dont l'inverseest NP-di�
ile) ?4.6.2 Re
ouvrement versus partition1. On 
onsidère le problèmeNom : Partition d'ensemblesDonnées : X un ensemble �ni, S1, . . . Sn des sous ensembles de X telsque ∪Si = XQuestion : Existe-t-il I ⊆ [1, n] tel que {Si|i ∈ I} soit une partitionde X ?En gros à partir d'une famille re
ouvrante peut-on extraire une parti-tion ?Montrer que 
e problème est dans NP.2. Monter que le problème est NP-
omplet. Piste : on peut s'inspirer duproblème 3DM.4.6.3 Renommage1. On appelle 
lause de Horn une 
lause dont au plus un littéral est positif.Montrer que Hors-SAT est polynomial. Piste : on peut 
ommen
er par
onsidérer les 
lauses à une variable ...2. On appelle renommage de variables un ensemble de 
hangements delittéraux du type x en x. Est-il possible de re
onnaître si une formuleappartient à la 
lasse Horn-SAT à un renommage des variables près ?3. * On appelle 
lause de Horn dé�nie positive une 
lause dont exa
tementun littéral est positif. Reprendre les deux questions pré
édentes sur
ette nouvelle 
lasse de formules.4. * On 
onsidère maintenant une instan
e de 3-SAT, ayant m 
lauses.Montrer qu'il existe toujours une solution satisfaisant au moins ⌈m/2⌉
lauses.E
rire un algorithme dont la 
omplexité dépend de k, qui répond à laquestion suivante :



4.6. NOVEMBRE 2004 55une instan
e de 3-SAT ayant m 
lauses, possède une solution satisfai-sant au moins ⌈m/2⌉+ k 
lauses.5. *On 
onsidère un ensemble �ni X et un ensemble de triplets (u, v , w)d'éléments de X. La question de savoir s'il existe un ordre total sur Xtel que 
haque triplet véri�e u < v < w ou w < v < u est un problèmeNP-
omplet.Le problème reste-t-il NP-
omplet, si pour 
haque x ∈ X, il existe auplus un triplet 
entré en x ?
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