
Partiel sur le 
ours: Algorithmique de graphesPierre Fraigniaud, Mi
hel Habib22 novembre 20061 Etude d'une relation sur les arêtes (indi
atif :15 points)On 
onsidère un graphe G = (X, E) non orienté, �ni, simple (i.e. sans bou
le ni arêtemultiple). On dé�nit la relation R sur E 
omme suit :Pour ab, ac ∈ E, ave
 b 6= c, abRac si bc /∈ E. On notera Rt la fermeture transitive dela relation R. Rt partitionne don
 les arêtes de G en R-
lasses.1. Proposer un algorithme de 
al
ul de 
es R-
lasses, l'évaluer en fon
tion de n = |X|et m = |E|.2. On notera pour une R-
lasse C, X(C), l'ensemble des sommets du graphe adja
entsà au moins une arête de C. Montrer que si une arête d'une 
lasse C est in
luse dansun module M , alors X(C) ⊆ M .3. Montrer que tout module 
onnexe de G est une union de X(C).4. En déduire qu'un graphe premier n'admet qu'une R−
lasse.5. Ré
iproquement que peut-on dire des modules d'un graphe 
onnexe n'ayant qu'une
R-
lasse ?6. * Montrer qu'un graphe admet au plus une R-
lasse C telle que X(C) = X.7. * Montrer qu'un graphe G 
onnexe et don
 le 
omplémentaire est 
onnexe admetune R-
lasse C telle que X(C) = X.8. En déduire un algorithme de 
onstru
tion de l'arbre de dé
omposition modulairebasé sur les R-
lasses.9. En fait 
es 
lasses ont été introduites pour étudier les orientations transitives d'ungraphe de 
omparabilité. Lorsque abRtcd les orientations possibles de 
es arêtes dansune orientation transitive du graphe sont liées. Comment engendrer les orientationstransitives d'un graphe de 
omparabilité à l'aide des R-
lasses ?10. Comment engendrer les orientations transitives d'un graphe de 
omparabilité àl'aide de l'arbre de dé
omposition modulaire ?11. Peut-on déduire un algorithme de 
al
ul des R-
lasses à partir de l'arbre de dé
om-position modulaire ? Comparer à votre réponse de la première question.12. * E
rire un algorithme de re
onnaissan
e des graphes de 
omparabilité basé sur les
R-
lasses.
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2 Exer
i
e pair-à-pair et petits mondes (indi
atif :5 points)Cet exer
i
e traite de la 
on
eption d'une table de ha
hage distribuée (DHT) poursystèmes pair-à-pair (P2P), basée sur des 
on
epts issus de la modélisation du phénomène"petit monde" par J. Kleinberg.Nous 
onsidérons un système dans lequel k 
lés c0, c1, . . . , ck−1 sont réparties en anneaude k positions 
onsé
utives, la 
lé ci o

upant la positions i de l'anneau, pour i = 0, . . . , k−
1. Les n utilisateurs 
ourants sont également répartis dans 
et anneau. La position d'unutilisateur u est notée p(u) ∈ {0, . . . , k − 1}. Les 
lés gérées par un utilisateur u formentl'ensemble C(u) = {cp(u−)+1, . . . , cp(u)} où u− est l'utilisateur à la position la plus grandepré
édent p(u). On suppose i
i un arrangement 
y
lique des positions 0 ≺ 1 ≺ . . . ≺
k − 1 ≺ 0, et toute opération arithmétique est e�e
tuée modulo k. L'utilisateur u− estappelé le prédé
esseur de u, et u est appelé le su

esseur de u−. Dans tout l'exer
i
e,on suppose que 
haque utilisateur u est 
onne
té à son su

esseur u+ (i.e., possède sonadresse IP dans sa table de routage). Le routage s'e�e
tue dans une unique dire
tion,d'un utilisateur à son su

esseur.Question 1. Montrer qu'en l'absen
e d'autres liens 
onne
tant les utilisateurs, la re-
her
he d'une 
lé c par un utilisateur u né
essite au plus n− 1 étapes de 
ommuni
ationd'utilisateurs à leurs su

esseurs. Donner un exemple pour lequel 
ette borne est atteinte.Pour a

élérer la re
her
he des 
lés, on rajoute à 
haque utilisateur un lien de lafaçon suivante. Soit H la fon
tion harmonique dé�nie par : pour tout entier k ≥ 1,
H(k) =

∑k
i=1

1
i
. Chaque utilisateur séle
tionne un unique index i ∈ {1, . . . , k} où laprobabilité de 
hoisir l'index i est pi = 1

i·H(k)
. Soit i l'index 
hoisit par l'utilisateur u etsoit v l'utilisateur tel que cp(u)+i ∈ C(v). L'utilisateur u se 
onne
te alors à v, appelé le
onta
t de u.Question 2. Montrer que si la 
lé c re
her
hée véri�e c = ci ave
 i = p(u) + d pour

k > d ≥ 0, alors la probabilité p que l'utilisateur u ait son 
onta
t v qui véri�e
c ∈ C(v) ou i ≤ p(v) + d/2est au moins 1

2H(k)
.Question 3. Déduire de la question pré
édente que la re
her
he d'une 
lé c par unutilisateur u pro
édant suivant le routage glouton né
essite au plus O(log2 k) étapesde 
ommuni
ation en moyenne (moyenne prise sur les di�érents 
hoix des 
onta
ts desutilisateurs).Si le temps moyen de re
her
he est devenu polylogarithmique grâ
e à l'ajout d'ununique 
onta
t à 
haque utilisateur, 
e temps reste fon
tion du nombre de 
lés k qui peutêtre bien supérieur au nombre n d'utilisateurs. Une des di�
ultés pour obtenir un tempsde re
her
he polylogarithmique en fon
tion du nombre d'utilisateurs est que 
e nombrevarie en permanen
e et que les utilisateurs n'en n'ont a priori pas 
onnaissan
e.
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Question 4. Supposons pour simpli�er que n est stable et 
onnu de 
haque utilisateur.Supposons également, pour des raisons de fa
ilité d'é
riture, que n divise k. Proposez alorsun 
hoix du 
onta
t de 
haque utilisateur permettant d'obtenir un temps de re
her
hepolylogarithmique en fon
tion du nombre d'utilisateurs.Question subsidiaire. Proposer une méthode permettant à 
haque utilisateur d'esti-mer le nombre 
ourant d'utilisateurs dans le système.
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