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Question initiale

Pourquoi étudier I'algorithmique de graphes?

Les théoremes de Fagin
Caractérisant P et NP en termes de graphes et de logique.

NP

The class of all graph-theoretic properties expressible in existential
second-order logic is precisely NP.

P
The class of all graph-theoretic properties expressible in Horn
existential second-order logic with successor is precisely P.
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L Introduction

La pratique
Parce qu'il y a de nombreuses applications pratiques!!!
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L'importance de la modélisation

Il est crucial de bien utiliser toutes les informations du probleme
que I'on veut résoudre.
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Graph invariants

A graph invariant is a function G — f(G) € N, which is invariant
under isomorphism (i.e. if G and H are isomorphic then

£(G) = f(H)).
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Which algorithms ?

Optimal
Linear
Efficient

Simples

vV V.V VvV Yy

Easy to program
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Notre Credo

Un algorithme efficace est souvent basé sur une structuration ou
décomposition de I'objet combinatoire considéré.

Parfois on utilise une représentation (géométrique)
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L Structuration and décomposition

Notre Credo

Un algorithme efficace est souvent basé sur une structuration ou
décomposition de I'objet combinatoire considéré.
Parfois on utilise une représentation (géométrique)

Exemples

» Reconnaissance des graphes triangulés et |'arbre des cliques
maximales (treewidth).

» Orientation transitive et décomposition des arétes en classes
de forcage, structurées par la décomposition modulaire.

» Flot maximum et décomposition d'un flot comme une somme
de circuits.

» Arbre de poids minimum et structure de matroide qui justifie
I'algorithme glouton.
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I—Structuration and décomposition

Utilisation des représentations géométriques

» Calcul d'une clique maximale ou d'un codage efficace sur un
graphe d'intervalle.

» De nombreux algorithmes sur les graphes planaires
fonctionnent sur une représentation planaire.
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3 intervenants de I'équipe Algorithmique des graphes, LIAFA :
Michel Habib ( Pr Univ. Paris Diderot)

Nicolas Trottignon (CR1 CNRS)

Jean-Sébastien Séréni (CR2 CNRS)
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L Pprésentation du cours

Exemples de problemes algorithmiques

Plus courts chemins, accessibilité

Calculs de diametre et de centre

Codages des graphes, étiquetage de distance
Routages

Problémes de sandwich (completion)

vV vV V. VvV VY

Colorations
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L Pprésentation du cours

Les décompositions étudiées dans ce cours

Décomposition modulaire
Décomposition en coupes (split decomposition)

Largeur de clique (cliquewidth)

vV v v VY

Largeur d'arborescence (treewidth), largeur de chaine
(pathwidth)

Largeur de branche (branchwidth)

v

v

Représentations géométriques
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L Pprésentation du cours

Classes de graphes étudiées dans ce cours

Tournois, ensembles ordonnés, graphes bipartis
Cographes

Graphes d'intervalles

Graphes triangulés (Chordal)

Graphes de comparabilité

Graphes sans triplet astéroidal

Graphes distance-héréditaires

Graphes de permutation

Graphes parfaits

vV V. vV VvV V.V V.V VY

Graphes convexes, bi-convexes, ...
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L Pprésentation du cours

Questions types

» Algorithmes de reconnaissance, si possible linéaires et
robustes.

Algorithmes de décomposition efficaces
Codages compacts et représentations
Enumération et génération aléatoire

Calculs de diametre, routages

vV v v Vv Y

Optimisation d'invariants sur la classe (par exemple clique
maximum). Soit un algorithme polynomial, soit une réduction
de NP-complétude.
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L Pprésentation du cours

Domaines d'application évoqués dans ce cours

Themes
» Bioinformatique
» Réseaux
» Systémes Pair-a-Pair

» Systémes distribués
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Domaines d'application évoqués dans ce cours

Themes
» Bioinformatique
» Réseaux
» Systémes Pair-a-Pair

» Systémes distribués

GANG

Une équipe-projet INRIA-LIAFA sur les graphes et les réseaux,
dirigée par L. Viennot
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L Pprésentation du cours

Extensions

» Algorithmes et structures données dynamiques
» Algorithmique probabiliste ou randomisée
» Applications aux trés grands graphes

» Algorithmique sous-linéaire, décision sans avoir considéré
toute la donnée.
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L Pprésentation du cours

Notation

For a finite loopless undirected graph G = (V, E)
V set of vertices

E edges set

|V|=nand |[E|=m
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Some exercises

1. Algorithme linéaire qui teste I'isomorphisme de deux arbres
2. Calcul du diamétre d'un arbre

3. Ecrire un algorithme qui vérifie I'existence d'une clique ayant
A + 1 sommets dans un graphe de degré maximum A ?
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Exercices

1. On considére un graphe G dont la clique maximum a pour
cardinal 2k, montrer qu'il existe une partition des sommets en
deux sous-ensembles A, B tels w(G(A)) = w(G(B))?

Peut-on calculer cette partition en temps polynomial (si on
part d'une clique maximum de G)?
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Exercices

1. On considére un graphe G dont la clique maximum a pour
cardinal 2k, montrer qu'il existe une partition des sommets en
deux sous-ensembles A, B tels w(G(A)) = w(G(B))?

Peut-on calculer cette partition en temps polynomial (si on
part d'une clique maximum de G)?

2. Quelle est la complexité d'un algorithme de routage ? Par
exemple RIP dans Internet.
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L Problems and Exercises

Solution de I'exercice

» Ecrire un algorithme qui vérifie I'existence d'une clique A + 1
sommets dans un graphe de degré maximum A7
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Solution de I'exercice

» Ecrire un algorithme qui vérifie I'existence d'une clique A +1
sommets dans un graphe de degré maximum A ?

» Une solution
Soit S I'ensemble des sommets de degré A du graphe.
Tant qu'il existe a € S ayant un voisin hors de S, éliminer a

de S.
Les composantes connexes de taille exactement A + 1 sont
des bonnes réponses.
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L Problems and Exercises

Solution de I'exercice

» Ecrire un algorithme qui vérifie I'existence d'une clique A +1
sommets dans un graphe de degré maximum A7

» Une solution
Soit S I'ensemble des sommets de degré A du graphe.
Tant qu'il existe a € S ayant un voisin hors de S, éliminer a
de S.
Les composantes connexes de taille exactement A + 1 sont
des bonnes réponses.

» L'algorithme est en O(n + m).
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Graphes sans triangles

Montrer que si G n'a pas de triangle alors
£ <




Algorithmes de graphes cours MPRI 2009-2010

L Problems and Exercises

Bornes sur le nombre d’arétes

Graphes sans triangles

Montrer que si G n'a pas de triangle alors
£ <

Graphes planaires

Montrer que si un graphe est planaire simple (i.e. sans boucle ni
arétes multiples) alors :
|E| <3|V|—6
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Research Problems

» Find a linear-time algorithm that minimizes a deterministic
automaton.
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L Problems and Exercises

Research Problems

» Find a linear-time algorithm that minimizes a deterministic
automaton.

» Find a linear-time algorithm which computes a doubly
lexicographic ordering of a 0-1 matrix, i.e. an ordering of the
columns and the lines for which lines and columns appear to
be lexicographically ordered.
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L Problems and Exercises

Example of a doubly lexicographic ordering

Cl C2 C3 C4 C5
L 1 0 1 0 1
L2 0o 1 0 1 1
L3 1 1 0 1 1

4 0 0 0 0 1

L5 0 1 1 0 O
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L Problems and Exercises

Example of a doubly lexicographic ordering

L1

L2

L3

L4

L5

C1

Cc2

C3 C4 5
1 0 1
0o 1 1
0o 1 1
0 0 1
1 0 O

L4

L1

L5

L2

L3

(6K}

C1

C4

c5

Cc2
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» Such an ordering always exists
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» Such an ordering always exists

» Best algorithm to compute one :
Paige and Tarjan [1987] proposed an O(Llogl) where
L = n+ m+ e for a matrix with n lines, m columns and e non
zero values, using partition refinement.
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L Problems and Exercises

» Such an ordering always exists

» Best algorithm to compute one :
Paige and Tarjan [1987] proposed an O(Llogl) where
L = n+ m+ e for a matrix with n lines, m columns and e non
zero values, using partition refinement.

» For undirected graphs, such an ordering of the symmetric
incidence matrix, yields an ordering of the vertices which has
nice properties.
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» Implicit hypothesis : the memory words have k bits with
k> [log(|V])]
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L Graph Representations

» Implicit hypothesis : the memory words have k bits with
k > [log(|V1])]
» To be sure, consider the bit encoding level
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L Graph Representations

» Adjacency lists
O(|V|+ |E|) memory words
Adjacency test : xy is an arc in O(|N(x)|)
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» Adjacency lists
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Adjacency test : xy is an arc in O(|N(x)|)
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O(|V|?) memory words (can be compressed)
Adjacency test : xy is an arc in O(1)



Algorithmes de graphes cours MPRI 2009-2010
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» Adjacency lists
O(|V|+ |E|) memory words
Adjacency test : xy is an arc in O(|N(x)|)
» Adjacency Matrix
O(|V|?) memory words (can be compressed)
Adjacency test : xy is an arc in O(1)

» Customized representations, a pointer for each arc ...
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L Graph Representations

For some large graphs, the Adjacency matrix, is not easy to obtain
and manipulate.

But the neighbourhood of a given vertex can be obtained. (WEB
Graph)
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Quicksands

» To compute this invariant or this property of a given graph G
one needs to "see” ( or visit) every edge at least once.
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Quicksands

» To compute this invariant or this property of a given graph G
one needs to "see” ( or visit) every edge at least once.

» False statement as for example the computation of twins resp.
connected components on G knowing G.
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Exercice

Comment allier les avantages des deux représentations ?
liste d'adjacence : construction en O(n + m)
Matrices d'adjacence : accés a un arc en O(1)
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Exercice

Comment allier les avantages des deux représentations ?
liste d'adjacence : construction en O(n + m)
Matrices d'adjacence : accés a un arc en O(1)

Espace O(n?) mais en gardant la possibilité d'écrire des
alogrithmes linéaires ?
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Auto-complemented representations

Initial Matrix
1 2 3 4
1 1 1 1 0
2 0 01 O
31 0 1 1
4 1 0 0 O
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Auto-complemented representations

Initial Matrix Tagged Matrix
1 2 3 4 1 2 3 4
1 1 1 1 0 1 0 1 0 O
2 0 01 O 2 1 0 0 O
31 0 1 1 3 00 0 1
4 1 0 0 O 4 0 0 1 O




e
Algorithmes de graphes cours MPRI 2009-2010

L Graph Representations

» At most 2n tags (bits).
O(n+ m') with m" << m.
Dalhaus, Gustedt, McConnell 2000
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I—Graph Representations

» At most 2n tags (bits).
O(n+ m') with m" << m.
Dalhaus, Gustedt, McConnell 2000

» What can be computed using such representations ? _
Example : strong connected components of G, knowing G 7
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» Find a minimum sized representation
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L Graph Representations

» Find a minimum sized representation

» If G is undirected a minimum is unique.
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What is an elementary operation for a graph ?

» Traversing an edge or Visiting the neighbourhood ?
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» Traversing an edge or Visiting the neighbourhood ?

» It explains the very few lower bounds known for graph
algorithms on a RAM Machine.
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I—Graph Representations

What is an elementary operation for a graph ?

» Traversing an edge or Visiting the neighbourhood ?

» It explains the very few lower bounds known for graph
algorithms on a RAM Machine.

» Our graph algorithms must accept any auto-complemented
representation.
Partition Refinement
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