
Co rrigé du pa rtiel Algo rithme de Golumbic 1980

Orientations transitives

cours MPRI 2006-2007

Michel Habib

habib@liafa.jussieu.fr

http://www.liafa.jussieu.fr/~habib

Decemb er 5, 2006

Michel Habib habib@liafa.jussieu.fr http://www.lia fa .j uss ie u. fr /~ hab ib Orientations transitives cours MPRI 2006-2007

http://www.liafa.jussieu.fr/~habib
http://www.liafa.jussieu.fr/~habib


Co rrigé du pa rtiel Algo rithme de Golumbic 1980

Plan

1

Co rrigé du pa rtiel

Michel Habib habib@liafa.jussieu.fr http://www.lia fa .j uss ie u. fr /~ hab ib Orientations transitives cours MPRI 2006-2007

http://www.liafa.jussieu.fr/~habib


Co rrigé du pa rtiel Algo rithme de Golumbic 1980

Plan

1

Co rrigé du pa rtiel

2

Algo rithme de Golumbic 1980

Michel Habib habib@liafa.jussieu.fr http://www.lia fa .j uss ie u. fr /~ hab ib Orientations transitives cours MPRI 2006-2007

http://www.liafa.jussieu.fr/~habib


Co rrigé du pa rtiel Algo rithme de Golumbic 1980

1

Co rrigé du pa rtiel

2

Algo rithme de Golumbic 1980

Michel Habib habib@liafa.jussieu.fr http://www.lia fa .j uss ie u. fr /~ hab ib Orientations transitives cours MPRI 2006-2007

http://www.liafa.jussieu.fr/~habib


Co rrigé du pa rtiel Algo rithme de Golumbic 1980

Co rrigé du pa rtiel

Dé�nition:

P our ab ; ac 2 E , avec b 6= c , abRac si b c =2 E . On notera R

t

la

fermeture transitive de la relation R . R

t

pa rtitionne donc les a rêtes

de G en R -classes.
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Co rrigé du pa rtiel

Dé�nition:

P our ab ; ac 2 E , avec b 6= c , abRac si b c =2 E . On notera R

t

la

fermeture transitive de la relation R . R

t

pa rtitionne donc les a rêtes

de G en R -classes.

Question:

Prop oser un algo rithme de calcul de ces R -classes, l'évaluer en

fonction de n = j X j et m = j E j .
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Co rrigé du pa rtiel

Dé�nition:

P our ab ; ac 2 E , avec b 6= c , abRac si b c =2 E . On notera R

t

la

fermeture transitive de la relation R . R

t

pa rtitionne donc les a rêtes

de G en R -classes.

Question:

Prop oser un algo rithme de calcul de ces R -classes, l'évaluer en

fonction de n = j X j et m = j E j .

Première idée:

Calculer le graphe de la relation R . G

R

= ( E ; R ) puis calculer sa

fermeture transitive:

Si j R j = r la complexité est :

O ( m :r ) 2 O ( m

3 ) 2 O ( n

6 )
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Lemma

Si G ( N ( x ) est connexe

toutes les a rêtes allant de x à N ( x ) (faisceau d'a rêtes noté

[ x ; N ( x )] )

sont dans la même classe.
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Amélio ration:

P our 8 x 2 X :

Calculer les comp osantes connexes X

1

; : : : X

k

du sous graphe G ( N ( x ))
F usionner les a rêtes des faisceaux [ x ; X

i

]
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Amélio ration:

P our 8 x 2 X :

Calculer les comp osantes connexes X

1

; : : : X

k

du sous graphe G ( N ( x ))
F usionner les a rêtes des faisceaux [ x ; X

i

]

Complexité

Il est p ossible de gérer les classes d'a rêtes avec une structure de

données de t yp e Union-Find

O ( n ( n + m )) 2 O ( n

3 )
Amélio ration drastique!
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Je n'ai jamais trouvé d'algo rithme linéaire direct.
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Je n'ai jamais trouvé d'algo rithme linéaire direct.

T outefois

En considérant le voisinage à distance 2 d'un sommet x , on p eut

amélio rer un p eu l'algo rithme p récédent.
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De�nition:

On notera p our une R -classe C , X ( C ) , l'ensemble des sommets du

graphe adjacents à au moins une a rête de C .
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De�nition:

On notera p our une R -classe C , X ( C ) , l'ensemble des sommets du

graphe adjacents à au moins une a rête de C .

Question:

Montrer que si une a rête d'une classe C est incluse dans un mo dule

M , alo rs X ( C ) � M .
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De�nition:

On notera p our une R -classe C , X ( C ) , l'ensemble des sommets du

graphe adjacents à au moins une a rête de C .

Question:

Montrer que si une a rête d'une classe C est incluse dans un mo dule

M , alo rs X ( C ) � M .

P a r dé�nition de la relation R .
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Question:

Montrer que tout mo dule connexe de G est une union de X ( C ) .

V alable que p our les mo dules connexes.
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Question:

En déduire qu'un graphe p remier n'admet qu'une R � classe.
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Question:

En déduire qu'un graphe p remier n'admet qu'une R � classe.

Preuve pa r induction sur le nomb re de sommets en utilisant la

structure des p remiers.

Ceci est vrai quand G = P

4

Supp osons le vrai jusqu'à l'o rdre n � 1, on considère G un p remier

d'o rdre n .
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S'il existe G

0
p remier d'o rdre n -1 inclus dans G . Soit

x 2 G - G

0
.

Considérons une a rête xz 2 E , Comme X - x n'est pas un

mo dule, il existe nécessairement t 2 X - x , tel que xt =2 E . En

outre pa r l'hyp othèse d'induction G

0
est connexe et il existe

donc une chaîne de z à t dans G

0
. D'où l'on déduit l'existence

d'un triplet x ; z

0; t

0
tel que: xz

0; z

0
t

02 E et xt

0 =2 E . Donc

l'a rête xz

0
est dans la même R -classe que les a rêtes de G

0
.

Considérons maintenant xy

0; xy " 2 E . Comme G

0
est connexe,

il existe une chaîne dans G

0
de y

0
à y " , ce qui p ermet

d'a�rmer que les deux a rêtes xy

0
et xy " appa rtiennent à la

même R -classe.
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S'il existe G

0
p remier d'o rdre n -2 inclus dans G .

G - G

0 = x ; y et supp osons xy 2 E .

N ( x ) et N ( y ) sont di�érents de X - x - y .

On p eut donc appliquer le raisonnement p récédent et déduire

que les a rêtes de [ x ; N ( x )] et [ y ; N ( y )] sont dans la même

R -classe que G

0
.

N ( x ) 6= N ( y ) ca r sinon x et y seraient jumeaux, donc il existe

z 2 X - x - y t.q. xz 2 E et yz =2 E

et donc l'a rête xy est aussi dans l'unique R -classe.
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Question:

Récip ro quement que p eut-on dire des mo dules d'un graphe connexe

n'a y ant qu'une R -classe ?

Michel Habib habib@liafa.jussieu.fr http://www.lia fa .j uss ie u. fr /~ hab ib Orientations transitives cours MPRI 2006-2007

http://www.liafa.jussieu.fr/~habib


Co rrigé du pa rtiel Algo rithme de Golumbic 1980

Question:

Récip ro quement que p eut-on dire des mo dules d'un graphe connexe

n'a y ant qu'une R -classe ?

Comme le graphe est connexe, le cas d'un mo dule connexe et de

sommets isolés est exclu.

Donc les mo dules éventuels sont des stables.
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Question:

* Montrer qu'un graphe admet au plus une R -classe C telle que

X ( C ) = X .
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Question:

* Montrer qu'un graphe admet au plus une R -classe C telle que

X ( C ) = X .

La p reuve directe de cette p rop riété est di�cile, mais se fait pa r

l'absurde.
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Question:

Montrer qu'un graphe G connexe et dont le complémentaire est

connexe admet une R -classe C telle que X ( C ) = X .
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Question:

Montrer qu'un graphe G connexe et dont le complémentaire est

connexe admet une R -classe C telle que X ( C ) = X .

V u le théo rème de décomp osition mo dulaire. L'a rb re de

décomp osition admet un no eud p remier à la racine.

Nous avons montré qu'un graphe p remier n'a qu'une R -classe.

Le graphe quotient asso cié à la racine est p remier, p ossède un P

4

et donc toutes les a rêtes de G ( et aussi de G ) sont dans une seule

R -classe.
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Co rolla ry

Il existe au plus une R -classe qui touche tous les sommets.
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Question:

En déduire un algo rithme de construction de l'a rb re de

décomp osition mo dulaire basé sur les R -classes.
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Question:

En déduire un algo rithme de construction de l'a rb re de

décomp osition mo dulaire basé sur les R -classes.

On p eut imaginer l'algo rithme suivant:

Une étap e de la récursivité:

Calcul des comp osantes connexes de G et G

Calcul des R -classes.

Construction du sous-graphe H engendré pa r l'unique R -classe

qui couvre tous les sommets

Les classes de sommets (faux, vrais) jumeaux constituent la

pa rtition en mo dules maximaux.
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Les R -classes p euvent se calculer globalement

Ce qui constitue le goulot d'étranglement p our la complexité

O ( n ( n + m ))
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En fait ces classes ont été intro duites p our étudier les o rientations

transitives d'un graphe de compa rabilité. Lo rsque abR

t

cd les

o rientations p ossibles de ces a rêtes dans une o rientation transitive

du graphe sont liées. On les app elle les classes de fo rçages de G .
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En fait ces classes ont été intro duites p our étudier les o rientations

transitives d'un graphe de compa rabilité. Lo rsque abR

t

cd les

o rientations p ossibles de ces a rêtes dans une o rientation transitive

du graphe sont liées. On les app elle les classes de fo rçages de G .

Question:

Comment engendrer les o rientations transitives d'un graphe de

compa rabilité à l'aide des R -classes ?
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Un graphe de compa rabilité p remier n'a que deux o rientations

transitives

Si G n'est pas connexe, ses comp osantes connexes s'o rientent

indép endamment.

Pro duit des o rientations p ossibles des comp osantes.

Si G n'est pas connexe, on choisit un o rdre total sur ces k

comp osantes et cela engendre une o rientation transitive de G .

( k ! o rientations p ossibles).

Les mo dules maximaux de la pa rtition mo dulaire s'o rientent

indép endamment.
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Question:

P eut-on déduire un algo rithme de calcul des R -classes à pa rtir de

l'a rb re de décomp osition mo dulaire ? Compa rer à votre rép onse de

la p remière question.
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Question:

P eut-on déduire un algo rithme de calcul des R -classes à pa rtir de

l'a rb re de décomp osition mo dulaire ? Compa rer à votre rép onse de

la p remière question.

Une fois l'a rb re de décomp osition mo dulaire construit, il est facile

de construire les R -classes, à l'aide des questions p récédentes.

L'algo rithme obtenu est en O ( n + m )
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Question:

P eut-on déduire un algo rithme de calcul des R -classes à pa rtir de

l'a rb re de décomp osition mo dulaire ? Compa rer à votre rép onse de

la p remière question.

Une fois l'a rb re de décomp osition mo dulaire construit, il est facile

de construire les R -classes, à l'aide des questions p récédentes.

L'algo rithme obtenu est en O ( n + m )

Mo ralité

Un théo rème de structure p eut amélio rer les algo rithmes !!
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Question:

* Ecrire un algo rithme de reconnaissance des graphes de

compa rabilité basé sur les R -classes.
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Question:

* Ecrire un algo rithme de reconnaissance des graphes de

compa rabilité basé sur les R -classes.

T out graphe p remier n'est pas de compa rabilité.

Il su�t donc de reconnaître les p remiers . . .

Michel Habib habib@liafa.jussieu.fr http://www.lia fa .j uss ie u. fr /~ hab ib Orientations transitives cours MPRI 2006-2007

http://www.liafa.jussieu.fr/~habib


Co rrigé du pa rtiel Algo rithme de Golumbic 1980

1

Co rrigé du pa rtiel

2

Algo rithme de Golumbic 1980
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Algo rithme de Golumbic

Calcul des R -classes

T ant qu'il existe une a rête ab 2 E

Soit R ( ab ) la classe de ab . Orienter transitivement cette

classe.

Si l'o rientation contient deux a rcs opp osés ( zt et tz ) alo rs

STOP le graphe n'est pas de compa rabilité

Sinon travailler sur G

0 = ( X ; E � R ( ab ))
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Complexité en O ( n + m ) p our le calcul des R -classes.

mais O (�( n + m )) p our l'o rientation des R -classes

avec � = degré max de G
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Véritable Algo rithme de Golumbic

T ant qu'il existe une a rête ab 2 E

Calcul de R ( ab ) la classe de ab dans G . Orienter

transitivement cette classe.

Si l'o rientation contient deux a rcs opp osés ( zt et tz ) alo rs

STOP le graphe n'est pas de compa rabilité

Sinon G  ( X ; E � R ( ab ))
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O (�( n + m )) p our l'o rientation et le calcul des R -classes

avec � = degré max de G
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