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1 Introduction

Les groupes d’automate ont été introduits dans les années 1960-1970 par des mathématiciens spécia-
listes de la théorie des groupes. Ils ont permis dans les années qui ont suivi de répondre a des conjec-
tures importantes de théorie des groupes, notamment le probléme de Burnside (exemples d’automates
trés simples engendrant des groupes de torsion infinis finiment engendrés, c’est-a-dire des groupes in-
finis finiment engendrés dont tous les éléments sont d’ordres finis) et le probleme de Milnor (existence
de groupes a croissance intermédiaire).

Les (semi-)groupes d’automate sont un objet d’étude en soi et, comme pour toute famille de (semi-)-
groupes, on peut se poser des questions de décidabilité concernant les (semi-)groupes d’automate. Le
but de ce cours est d’explorer une partie de 'existant sur la décidabilité de la finitude de tels (semi-)-
groupes (question ouverte pour I'instant). Nous nous centrerons en particulier sur les résultats obtenus
dans [2] et [1]. En particulier, il existe d’autres criteres provenant de la théorie géométrique des groupes
que nous n’aborderons pas ici.

Il est a noter que la question restant ouverte, 'apport de nouveaux critéres n’est intéressant que compa-
rativement a l'existant. Il est tout a fait inenvisageable de traiter de maniere exhaustive des exemples de
grandes taille en raison d'une explosion combinatoire sur le nombre d’exemples a traiter. On ne peut
que constater que les critéres donnés dans [1] permettent de conclure sur plus d’exemples qu’aupa-
ravant en petite dimension et de plus beaucoup plus rapidement qu’avec les criteéres antérieurs. Voir
'article pour des résultats obtenus par implémentation, de facon exhaustive, sur des petits automates.

2 Premiers éléments

2.1 Automates de Mealy

Soit S un ensemble fini non vide. On note Ts I'ensemble des applications de S dans S et Gs I'ensemble
des permutations de S.

Définition 1. En oubliant les états initiaux et finaux, un automate (fini, déterministe et complet) est la
donnée d'un triplet
(AZ,6=06i:A— Aics),
ol
— I'ensemble des états A est un ensemble fini non vide,

— l'alphabet Z est un ensemble fini non vide,
— les fonctions de transition §; sont des applicationss : §; € T 4.

On identifie cet automate a un élément de ‘Ii
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Définition 2. Un automate de Mealy est un quadruple
(A)zra = (61 : A_’ A)lEZ!p = (px : z - Z)X€A) )
tel que (4, %,0) et (X, A, p) sont des automates.

Les applications py sont les fonctions de production de I’automate.

La terminologie standard vue jusqu’a présent est transducteur lettre-d-lettre séquentiel et complet (avec
méme alphabet d’entrée et de sortie).

Un automate de Mealy est identifié a un élément de SE‘ x Sf:‘.
Les transitions d'un automate de Mealy sont les

il px (@)
x”p—”»&-(x).

Un automate de Mealy est identifié a son ensemble de transitions.

On utilise la notation graphique usuelle des automates : un graphe dont les sommets sont les états et
les arcs correspondent aux transitions de '’automate, voir figure 1.
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FIGURE 1 - Un automate de Mealy.
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2.2 (Semi-)groupe engendré par un automate de Mealy et propriétés structurelles
de certains automates

Soit «f = (A,Z,9,p) un automate de Mealy. Cet automate peut étre vu comme un automate a deux
bandes définissant une application de X* vers X*.

N

Plus formellement, on construit les fonctions de production étendues py : Z* — X* a partir des fonctions
de production py : X — Z. Pour cela, on écrit

ulv
xX—y avec u=u;---uU, et v=vi---vy,

pour décrire I'existence d'un chemin

ui vy uz|v2 Unlvn
x—>x1 —>x2—>...—>xn_1

dans «f.

Par convention, I'image du mot vide est lui-méme. L'application p, préserve la longueur et les préfixes
et satisfait
Yuex, vex®, Px(uv) = px (W) Pg,x) (V). (1)

On peut aussi définir les fonctions de production étendues py : Z* — X* par récurrence a I'aide de la
formule (1) :

Puy-up = Pup © "+ °Pu -

On peut bien entendu faire de méme avec les applications §; : A* — A*.

Définition 3. Le semi-groupe (), engendré par o = (A,Z,8,p) est le semi-groupe des applications
>* — X* engendré par les fonctions de production étendues py, x € A.

Un semi-groupe est un semi-groupe d'automate s’il existe un automate qui 'engendre.
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Exemple 1. Lautomate de la figure 1 engendre le semi-groupe N. Soit un mot u € {0,1}*. On interpréete
u comme le miroir de I'écriture en base 2 d'un entier, notons i cet entier. Alors : po(u) = u et p; (1) = v,
ol ¥ = i + 1. Lapplication associée a I'état 0 est donc l'identité et 'application associée a I'état 1 est
I'incrémentation. Le semi-groupe engendré est donc isomorphe a N.

Si les fonctions de production sont des permutations de Z, alors les fonctions de production étendues
sont des permutations de X*. Elles sont donc inversibles et on peut envisager d’engendrer un groupe.

Définition 4. Un automate de Mealy est inversible si ses fonctions de production sont des permuta-
tions.

Un automate inversible est identifié 4 un élément de T x &2.

Définition 5. Le groupe (/) engendré par un automate de Mealy inversible «f = (A, X, 6, p) estle groupe
des permutations de X* engendré par les fonctions de production étendues p,, x € A.

Un groupe est un groupe d'automate s'il existe un automate quil’engendre.

Exemple 2. L'automate de la figure 1 engendre le groupe Z.

Définition 6. Un automate de Mealy est réversiblesi ses fonctions de transition sont des permutations.

Un automate réversible est identifié a un élément de (‘5% x CEQ. Le terme employé habituellement en
théorie des automates est automate a groupe.
Définition 7. Un automate de Mealy est un IR-automate s'il est inversible et réversible.

Un IR-automate est identifié 2 un élément de &% x &4.

Le terme IR-automate ne fait pas partie de la terminologie standard des (semi-)groupes d’automate et
a été introduit dans [1] pour convenance.

2.3 Opérations sur les automates et liens entre les (semi-)groupes engendrés
2.3.1 Automate inverse

Définition 8. Soit un automate de Mealy inversible «/ € Ti X GQ. Soit A™! = {x7!,x € A} une copie
disjointe de 'ensemble A des états. Lautomate (de Mealy) inverse </~ de «f est défini par 'ensemble
de transitions N -

x_lj—ll>y_1€.sz¢_1 = xll—J>y ed. )

La fonction de production p, associée a 'état x de <f est une bijection de Z* sur Z*, on peut donc
considérer son inverse py!: Z* — Z* associée a I'état x~! de «# 1. On a alors

(ys =lpwue A%}, () ={pgue(AUATH*}.

A noter qu’on peut toujours, a partir d'un automate de Mealy, considérer I’ensemble des transitions in-
verses de ses transitions (telles que définies par (2)). On note i cette opération. Par i, on obtient toujours
un transducteur lettre-a-lettre avec méme alphabet d’entrée et de sortie, mais ce n'est pas nécessai-
rement un automate de Mealy : c’est un automate de Mealy si et seulement 'automate de départ est
inversible, dans ce cas bien entendu : i(f) = of 1.

Définition 9. Un automate de Mealy inversible est biréversible si lui et son inverse sont réversibles.
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En particulier, et de facon immédiate, un automate biréversible est un IR-automate.
Proposition 1. Soit o/ un IR-automate. On a

() =™y = (Ut Y = (A LA™Y,
oi1 o Li.o¢ ~! est'automate de Mealy dont I'ensemble des transitions est I'union des ensembles de tran-
sitions de < et o/ 1.
De plus, si (/) ou (/) est fini, on a

() =(A)+.

Démonstration. Le premier point découle directement des définitions.

Supposons que le semi-groupe (<), soit fini et soit x un de ses éléments : il existe deux entiers k et
n tels que x**” = x*. On a donc x” = 1 dans le groupe (). Linverse x*~! de x appartient donc au
semi-groupe (<) et on a égalité entre groupe et semi-groupe.

(A noter que cette démonstration est valable pour tout semi-groupe qui est sous-semi-groupe d’un
groupe : un tel semi-groupe fini est toujours un groupe.) O

2.3.2 Automate dual

La définition d'un automate de Mealy introduit une symétrie forte entre I'ensemble des états et I'alpha-
bet de 'automate. De fait on peut inverser leurs roles.

Définition 10. Lautomate dual de «f = (A, %,0,p) est 'automate de Mealy 0(</) dont les transitions
sont décrites par

iﬂ»jea(d) S xﬁyed. (3)

On remarque que cette définition est consistante : le dual d'un automate de Mealy est bien toujours un
automate de Mealy (c’est-a-dire un transducteur lettre-a-lettre séquentiel et complet).

On remarque également qu'un automate est réversible si et seulement si son dual est inversible.

Les propositions 2 et 3 suivantes sont complémentaires I'une de I'autre et nous donnent nos premieres
propriétés liées a la finitude sur les (semi-)groupes d’automate.

Proposition 2 ([1]). Soit deux semi-groupes finis G et H. Il existe un automate de Mealy <« tel que

() =G et )+ =H.
On a un énoncé similaire sur les groupes.

Démonstration. La preuve est faite dans le cadre des groupes. Elle est similaire pour les semi-groupes.
Commencons par une preuve avec les mains pour comprendre ce qui se passe.

On construit en parallele 'automate «/ qui engendre G et]’automate 9(«/) qui engendre H. On procede
par étape en s’assurant a chaque instant que & et 0(«) sont duaux, que &« est bien un automate de
Mealy inversible et bien entendu en s’assurant que < engendre G et 0(</) engendre H.

Le groupe G étant fini, il est isomorphe a un sous-groupe de &, pour un certain m. De méme, le groupe
H est isomorphe a un sous-groupe de G, pour un certain n.
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Par dualisation on obtient :
oA 0(A)

peeu(C@ Q@D

51, (D

Les états de «f agissent tous sur les éléments de H et de méme les états de d(s/) sur les éléments de G,
donc:

o ()
S id -
P Do
id
i C®

Les états de «f agissent fous sur les éléments de {1, ..., m} et de méme du coté du dual, donc:
o ()

i O G

Formalisons la preuve précédente.

Tout groupe fini est un sous-groupe d'un groupe de permutations. Soit X; et Ay deux ensembles finis
tels que G est un sous-groupe de Sy, et H est un sous-groupe de S 4,. Soit A; € G5, un ensemble de
générateurs de G et Z» € G 4, un ensemble de générateurs de H.

On pose A= Aj x Az et £ = Z; x 2y et on considére I'automate de Mealy d’ensemble d’états A sur l'al-
phabet Z dont les transitions sont données par

(@, )I(a(i), )

(a,b) (a, j(b)).

On note J et p les fonctions de transition et de production correspondantes. Clairement pour (a, b) €
Ay x Az et (a, b)) € A; x Az, ona piap) = Prap) €L ON peut noter cette fonction p, : £* — Z*. On a alors
pour tout a € A; et tout (iy, j1),...,(in, jn) €Z* :

pa((in, j1) -+ (in, j)) = (@lin), j1) (aliz), j2) -+ (alin), jn).



automate
étendu

aut. d'ordre
supérieur

Ainsi le groupe engendré par (pg : Z* — X*)4e4, est isomorphe au groupe engendré par (a: X; —
21)aea,, c'est-a-dire («/) = G. De la méme facon (0(«/)) = H. O

Proposition 3 ([4, 6, 1]). Le (semi-)groupe engendré par < est fini si et seulement si le (semi-)groupe
engendré par son dual 0(«/) est fini.

Démonstration. La preuve est faite pour les semi-groupes, elle s'étend aux groupes directement par la
proposition 1.

Soit un automate de Mealy «f = (4,%,0, p). On suppose que le semi-groupe engendré par son dual est
fini.

Fixonsun motwe A*,ona:
pw(urz - Un) := pw(U1) P5,, w) (U2) P65,y w) (UB) *** P8y, 1y, (W) (Un) 5

pour tout ujuy ---u, € X£*. La fonction de production py peut donc étre vue comme la fonction de
production d’'un transducteur lettre-a-lettre sur le graphe de Cayley de (0(«/))+ par rapport aux lettres
deX:

Or il n'y a qu'un nombre fini de tels transducteurs, égal au nombre d’applications de (0(<f))+ vers Ts.

On en conclut
#ol), < (#z)(#i) (#(D(d)h)'

2.3.3 Automates étendus

Soit &« un IR-automate. On a vu en proposition 1 que (/) = (o Ll &/ 1y c’est-a-dire qu’on ne modifie
pas le groupe engendré en considérant les états et leurs inverses.

On peut de méme considérer les lettres et leurs inverses.

Définition 11. Soit < un IR-automate. Lautomate étendu <f de <f est son extension a I'ensemble
d’états AL A~! et al'alphabet TLIZ ™! :

=o' U)ot A =00)UdH)).

Le corollaire suivant est une conséquence des propositions 1 et 3.

Corollaire 1. Soit « un IR-automate. Les groupes (<) et (/) sont tous deux finis ou tous deux infinis.

A noter que ces deux groupes ne sont pas nécessairement isomorphes. Par exemple si on considére
l'automate de la figure 2, il engendre un groupe d’ordre 16 et son automate étendu engendre un groupe
d’ordre 64.

2.3.4 Automates d’ordres supérieurs

Définition 12. Soit un automate de Mealy «f = (4A,%,0,p) € Ti X ‘3? et deux entiers n, k > 0.

Lautomate de Mealy

A= (A" EF (Gx: A" — A" sk, (u: ZF — ) gean ) @

est'automate de Mealy d’ordre (n, k) associé a < .

. . ~ 21 2 k
Il s’identifie a un élément de ‘Iﬁn X ‘IQZ



FIGURE 2 - IR-automate engendrant le groupe Ky x Z, d’ordre 16.

Dans I'équation (4), py : A" — A" est la restriction de py : A* — A* a4 A", et de méme pour 6. On a en
particulier 7)1 = /.

Graphiquement, <7,  est un automate dont les états sont des mots de longueur n sur A dans le semi-
groupe engendré par &« et les actions de ces états correspondent aux actions des éléments du semi-
groupe sur des mots de longueur k sur X.

Le semi-groupe engendré par 'automate d’ordre (n, 1) associé a <f est un sous-semi-groupe de (o).
Le semi-groupe engendré par 'automate d’ordre (1, k) associé a <f est isomorphe a (o). Le semi-
groupe engendré par 'automate d’ordre (n, k) associé a «/ est donc isomorphe a un sous-semi-groupe
de ().

3 Probleme du mot

Le premier probleme de décision qu’on aborde avec les (semi-)groupes est le probleme du mot : peut-
on décider si deux mots représentent le méme élément du (semi-)groupe ? Ce probleme est en général
indécidable [5].

Ce probleme est décidable dans le cadre des semi-groupes d’automate, comme montré en proposi-
tion 4, ce qui rend le probleme de finitude semi-décidable par énumération.

Lemme 1. Etant donné un automate de Mealy, on peut décider si les fonctions de production étendues
de deux de ses états sont égales.

Je ne détaille pas la preuve ici, mais il suffit de regarder la procédure de minimisation introduite en
section 4 pour s’en convaincre.

Proposition 4. Le probléme du mot est décidable pour les (semi-)groupes d’automate.

Démonstration. Soit un automate de Mealy «f = (A,ZX,5, p). Si I'identité de X* n’est pas une des fonc-
tions de production étendues des états de </, on peut ajouter un état qui boucle sur lui-méme et dont
la fonction de production est I'identité de X. Sans perte de généralité on peut donc supposer qu'un des
générateurs du groupe est I'identité, ce qui permet de considérer le probleme du mot sur des mots de
méme longueur.

Soit les générateurs uy, Uy, ..., Uy, V1, V2,..., Uy € A pour lesquels on se demande si
2
Ui ---Uy =102 Vpn.

On se place dans I'automate associé a «f d’ordre (n,1) : uyup -+ u, et vivy--- v, sont des états de cet
automate. On applique donc le lemme 1 pour obtenir le résultat. |

Cependant, méme pour de petits automates, les (semi-)groupes engendrés peuvent étre grands. Par
exemple 'automate a 2 états et 3 lettres de la figure 3 engendre un semi-groupe de taille 13587.

Dans la suite, on s’intéresse a des constructions permettant de décider de la finitude ou de l'infinitude
d’'un (semi-)groupe engendré par automate.
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FIGURE 3 — Automate a 2 états et 3 lettres engendrant un semi-groupe de taille 13587.

4 Critere de finitude : la md-réduction

On construit ici un critére reposant sur la notion de minimisation d'un automate.

Définition 13. Soit un automate de Mealy «f = (4, X, 6, p). Une équivalence = sur A est une congruence
pour & si

Vx,y€ A, ([xs Y] = [Vie S, peli) = pyi) et 6;(x) = 6l~(y)]).

Léquivalence de Nérode sur A est la congruence la plus fine pour «.

Léquivalence de Nérode est la limite de la suite d’équivalences de plus en plus fines (=) définie par

Vx,y€A, x=gy<—=VieZ, px(i) = py(i),
Vk>20,x=g Y= x=ryetVieZ §;(x) = 0;().

Lensemble des états A étant fini, cette suite est ultimement constante; de plus, elle est constante des
que deux termes consécutifs sont égaux. Sa limite est donc calculable.

On note [x] la classe d’équivalence d'un état x € A pour 'équivalence de Nérode.
Définition 14. Soit un automate de Mealy «f = (A, Z, 4, p) et = 'équivalence de Nérode associée a of .
Le minimisé de «f est 'automate de Mealy «/ /= = (A/=,Z%,0, p), oli, pour tout état x € A et toute lettre

ieX,ona: ~
0;([xD=16;(x)] et PryG)=px().

Un automate est minimal s'il est équivalent a son minimisé.

La définition est consistante avec la définition classique de minimisation sur les automates booléens :
la partition initiale a lieu ici en fonction des fonctions de production; pour rappel, dans le cas des au-
tomates booléens elle se fait sur le critére états finaux / états non finaux.

Proposition 5. Un automate de Mealy et son minimisé engendrent le méme semi-groupe.

Démonstration. On montre par récurrence sur 1 que py et i sont égaux sur 2”.

Laissé en exercice. O

On remarque que le dual d'un minimisé n’est pas nécessairement minimal. On introduit ici une notion
de minimalité symétrique entre un automate et son dual.

Définition 15. Une paire d’automates duaux est md-réduite si chacun des deux automates de la paire
est minimal. Par extension, on dira qu'un automate est md-réduit si la paire qu’il forme avec son dual
est md-réduite.

La md-réduction d'une paire d’automates duaux consiste a réduire alternativement chacun des deux
automates jusqu’a ce que la paire soit mo-réduite.
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FIGURE 4 - La md-réduction d'une paire d’automates de Mealy duaux.

Exemple 3. Un exemple de md-réduction est donné en figure 4.

Méme si elle ne le semble pas au premier abord, la md-réduction est confluente [1]. Ce fait n’est pas
crucial pour la suite, mais facilitera les tournures de phrase en nous permettant de donner la définition
suivante.

Définition 16. La paire d’automates de Mealy obtenue par md-réduction d’'un couple d’automates
duaux est appelée son mo-réduit.

Théoréme 1 ([1]). Une paire d’automates duaux engendre des (semi-)groupes finis si et seulement si
son md-réduit engendre des (semi-)groupes finis.

Démonstration. Laissée en exercice. O

On note par ailleurs que dmd(<f) est un quotient de «¢. Donc si le groupe engendré par < est fini, celui
engendré par dmo(<f) est plus petit.

Le théoreme 1 n’est pas en lui-méme un critere de finitude puisqu’il faut savoir si le mo-réduit obtenu
engendre des groupes finis. Néanmoins il peut étre efficacement combiné a d’autres criteres de finitude.
On déduit de ce théoreme une condition suffisante de finitude effective donnée par le corollaire 2, en
remarquant que I'automate trivial engendre le groupe trivial.
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Corollaire2 ([1]). Sila md-réduction d'une paire d’automates de Mealy duaux aboutit a une paire d’au-
tomates triviaux, les automates de départ engendrent des (semi-)groupes finis.

La démonstration de la proposition 6 ci-dessous est une application directe de ce critére.

11 existe des paires md-réduites non triviales d’automates duaux qui engendrent des (semi-)groupes
finis. Un exemple est donné en figure 5.

0/1
1I1 8 : )011
110

FIGURE 5 — Automate md-réduit (non trivial) qui engendre un semi-groupe de taille 6.

5 Critere structurel de finitude : branchement limité

Antonenko [2] s’est intéressé au probléme suivant : quels sont les automates de Mealy tels que pour
toutes les fonctions de production possibles, le semi-groupe engendré est fini ?

Les critéres développés dans [2] reposent sur la structure de I'automate. La proposition 7 donne le ré-
sultat général. Il est cependant plus intuitif d’étudier en premier la proposition 6.

Définition 17. Dans un automate de Mealy «f = (A,Z,08, p), 'état x € A est sans branchement si son
image par une fonction de transition ne dépend pas de la lettre lue, c’est-a-dire :

Vi,j €2, 6[()6) =6j(x).

Graphiquement cela signifie qu'une seule transition part de I'état x, étiquetée par toutes les lettres de
I'alphabet .

Définition 18. Un automate de Mealy «f = (A,Z,9, p) est sans branchement si tous ses états sont sans
branchement.

On pourra alors en abusant légerement noter §(x) I'image d'un état x € A par une des fonctions de
transition §;.

Proposition 6 ([2]). Un automate de Mealy sans branchement engendre un (semi-)groupe fini.

Démonstration. Soit un automate de Mealy sans branchement. Tous les états de son dual sont équi-
valents, le md-réduit de la paire est donc une paire d’automates triviaux et on peut conclure par le
corollaire 2.

[Ce n’est pas la démonstration donnée dans [2].] O

Le résultat de la proposition 6 s’étend aux automates dont aucun branchement n’est suivi d'un cycle.

Définition 19. Un automate de Mealy «f = (A, Z, 6, p) est a branchement limité si tous ses états attei-
gnables a partir d'un cycle sont sans branchement.

10



Proposition 7 ([2]). Un automate de Mealy a branchement limité engendre un (semi-)groupe fini.

Démonstration. avec les mains

Quitte a dérouler un peu les cycles, on peut supposer que toutes les branches qui précedent I'entrée
dans un cycle ont méme longueur b. En s’autorisant a agrandir ces mémes cycles (en les parcourant un
certain nombre de fois), on peut également supposer que tous les cycles ont méme longueur 4.

On découpe alors un mot en ses b premieres lettres, puis en paquets de ¢ lettres consécutives. Sur les b
premiéres lettres, il n'y a qu'un nombre fini d’actions possibles. Sur la suite du mot : sur chaque paquet
de ¢ lettres, il n'y a qu'un nombre fini d’actions possibles et au bout d'un moment on a forcément vu
toutes les actions qui devaient apparaitre.

Formalisation laissée en exercice. O

Bien entendu ce critére ne couvre pas tous les automates engendrant des (semi-)groupes finis. Par
exemple, I'automate de la figure 3 n’est pas a branchement limité et engendre un semi-groupe fini.

Ce critere est maximal dans le sens ou pour tout automate qui n’est pas a branchement limité, il existe
une fonction de production telle que le groupe engendré est infini.

On montre ici un cas particulier pour donner une idée (la démonstration se fait en traitant séparem-
ment chaque type de cas).

Supposons la situation suivante :

110 G-2)

Soit deux entiers k et £ tels que k + £ soit divisible par 7. Alors py, 01v) =010,

On montre que I'élément suivant du groupe engendré par 'automate est d’ordre infini :

P =Px1°Px° "0 Pixpy ©Pig-

En effet pour un entier k quelconque, on a

px1opxzo---opxmlopr(Oknl---)
= Px1°Pxp© 0Py (Okn+11"')

pOF"1-.)

_ 0(k+1)n1_‘_

Donc au final :
pk(lw) — Oknl“‘ X
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6 Critere d’infinitude : graphe en hélice

Dans cette partie nous travaillons exclusivement sur des IR-automates. Nous introduisons de nouvelles
représentations d’automates de Mealy permettant de considérer un automate et son dual simultané-
ment.

Définition 20. On appelle graphe en hélice d'un automate de Mealy «f = (4, X,6, p) le graphe de som-
mets A x X etd’arcs les (x, i) — (§;(x), px(1)).

On remarque qu’on peut définir un graphe en hélice pour tout transducteur lettre-a-lettre ayant méme
alphabet d’entrée et de sortie. Un tel transducteur est un automate de Mealy si et seulement si de tout
sommet part un unique arc.

Proposition 8. Sile groupe engendré par un IR-automate de Mealy est fini, alors son graphe en hélice
est une union de cycles disjoints.

Pour montrer ce résultat, nous avons besoin d’'une autre représentation d’'une paire d’automates duaux.

ilpx(i)

La transition x 0;(x) est notée

Cette notation est appelée transition en croix. Un automate de Mealy est identifié a I'ensemble de ses
transitions en croix (de cardinalité |A| x |Z|).

Un chemin dans un automate de Mealy «/ (resp. dans son dual d(«/)) peut étre représenté par un
diagramme en croix horizontal (resp. vertical). On peut également considérer des diagrammes en croix
rectangulaires de dimension n x k sur lesquels on peut lire les fonctions de production de 'automate
associé «,, ;. d’ordre (n, k) et de son dual.

Par exemple, le diagramme en croix suivant :

i1 ir
X -t ... > ¥ correspond dans <,  a
Pxyeoxy (17 k) = j1°* Jko
Xn — ... —1— Vn 6i1---ik(x1"'xn)=y1"'J/n-
1 Jk

Démonstration de la proposition 8. Soit «/ = (A, X,0, p) un IR-automate qui engendre un groupe fini. La
proposition 3 nous permet d’affirmer que I'automate dual ?(«/) engendre également un groupe fini.

Si on considere I'application qui va de I'ensemble fini des sommets d'un graphe en hélice dans lui-
méme et qui a un sommet associe son unique successeur dans ce graphe, le graphe en hélice est une
union de cycles disjoints si et seulement si cette application est bijective, donc si et seulement si elle
est surjective, c’est-a-dire qu'un graphe en hélice est une union de cycles disjoints si et seulement si
chaque sommet de ce graphe posséde un prédécesseur.

Soit un état x € A et une lettre i € X. Montrons que le sommet (x, i) du graphe en hélice posséde un pré-
décesseur. 1l existe deux entiers m, n > 0 tels que p' = pym =id(y) et 6} = d;n» = id(p(w))- Cela implique

. . i"i" . . .
I'existence d'une transition x” —— x"" dans I'automate associé d’ordre (m, n). Le diagramme en croix

correspondant s’écrit :
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X o —_ X
m
X o —_ X
i i
Le coin sud-est donne un prédécesseur a (x, 7). O

La condition de la proposition 8 n’est pas suffisante : il existe des automates dont le graphe en hélice est
une union de cycles disjoints et dont on sait par ailleurs qu’ils engendrent un groupe infini, comme par
exemple I'automate d’Alesin donné en figure 6.

01

FIGURE 6 — Lautomate d’Ales§in engendre un groupe infini. Son graphe en hélice est un cycle.

De fait, la proposition 9 caractérise de facon tres simple I’ensemble des IR-automates dont le graphe en
hélice est une union de cycles disjoints.

Proposition 9. Soit &/ un IR-automate. Les propriétés suivantes sont équivalents :
(i) <f est biréversible,
(ii) 0idi(«/) est un automate de Mealy,

(iii) le graphe en hélice de «/ est une union de cycles disjoints.

Démonstration.

(i) = (ii) < estbiréversible, cela signifie qu'il est inversible et i(</) est réversible, ce qui entraine que
0i(«7) est inversible. A nouveau, on peut donc prendre I'inverse puis le dual et on obtient que
0idi(«/) est un automate de Mealy.

(ii) = (i) Lautomate & étant supposé un IR-automate, di(«/) est bien un automate de Mealy.

Par ailleurs, 0idi(«f) étant un automate de Mealy, i0i(<f) est également un automate de Mealy.
Comme c’est I'inverse de 0i(«/), on en déduit que 0i(</) est inversible, donc i(«f) réversible. Ce
qui entraine que & est biréversible.

(ii) @ (iii) Dans le graphe en hélice d'un automate de Mealy, il part exactement un arc de chaque
sommet. Le graphe en hélice d'un automate de Mealy est donc une union de cycles disjoints si et
seulement s'il arrive au plus un arc par sommet.

On définitle graphe ¢ d’ensemble de sommets A~! x= ! etd’arcs (y~!, j 1) — (x71,i7Y) si (x,i) —

(y, j) appartient au graphe en hélice /# de <.

Le graphe ¢ est le graphe en hélice de 0idi(«/) :

— si0idi(«/) est un automate de Mealy, chaque sommet de ¢ posséde un successeur, donc chaque
sommet de / possede un prédecesseur et / est une union de cycles disjoints,

13
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— si A est une union de cycles disjoints, il en est de méme pour ¢ et on déduit de la remarque
qui suit la définition 20 que 0idi(«/) est un automate de Mealy.

a

On en déduit un critére d’infinitude structurel, tres simple a vérifier :

Corollaire 3. Tout IR-automate qui n'est pas biréversible engendre un groupe infini.

7 Condition nécessaire et suffisante de finitude (non effective)

Dans cette partie nous travaillons exclusivement sur des IR-automates. Le critere présenté ici n'est a ce
jour pas effectif.

Définition 21. Soit un automate de Mealy «f et deux entiers n, k > 0. Le graphe en hélice d’ordre (n, k)
de «f estle graphe en hélice de 'automate de Mealy d’ordre (n, k) associé a <.

On parle des graphes en hélice de «f pour désigner 'ensemble de ses graphes en hélice d’ordre quel-
conque.

On peut noter que le graphe en hélice de o tel que défini a la définition 20 est le graphe en hélice
d’ordre (1,1) de «f.

Théoréme 2. Le groupe engendré par un IR-automate est fini si et seulement si les graphes en hélice
de son automate étendu sont des unions de cycles disjoints uniformément bornés.

Pour montrer le théoreme 2, nous allons utiliser des résultats intermédiaires.

Lemme 2. Les graphes en hélice d'un automate de Mealy sont des unions de cycles disjoints si et seule-
ment si son graphe en hélice d’ordre (1,1) est une union de cycles disjoints.

La démonstration de ce lemme repose sur le méme type d’argument que celle de la proposition 8 et est
laissée en exercice.

Proposition 10. Si un IR-automate engendre un groupe fini, alors les cycles des graphes en hélices de
son automate étendu sont uniformément bornés.

Démonstration. Soit &/ un IR-automate engendrant un groupe fini et </ son automate étendu. D’aprés
le corollaire 1, le groupe engendré par < est fini et d’apres le lemme 2, ses graphes en hélices sont des
unions de cycles disjoints.

D’apres la proposition 3, le groupe (d(</)) est également fini.

Soit €, un cycle d’'un graphe en hélice de <« et (u,v) € (AL A™)* x (ZUZ~H* un sommet de ce cycle.
Chaque sommet de € est de la forme (h(u), g(v)), ou g (resp. h) est un élément de (<) (resp. ()).
Comme les sommets sont deux a deux distincts, la longueur du cycle € est bornée par #(d ) x #(0(f)).

O

Proposition 11. Siles cycles des graphes en hélice de 'automate étendu d'un IR-automate sont unifor-
mément bornés, alors le groupe engendré par cet automate est fini.

Démonstration. La démonstration de cette proposition repose sur un résultat poussé de théorie des
groupes qui permet d’affirmer qu'un groupe d’automate dont les ordres des éléments sont bornés ! est
fini.
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mot unitaire

On dit qu'un mot sur les générateurs d'un groupe est unitaire s'il représente 'identité dans le groupe.

Le groupe (/) étant infini, les ordres de ses éléments ne sont pas bornés : soit il existe un mot x €
(AU A~H* tel que px est d’ordre infini, soit il existe une suite de mots (X;) ey S (AL A~DH* telle que la
suite des ordres des (px, ) nen €t strictement croissante. Nous allons traiter le deuxieme cas (le premier
est analogue).

On note k, 'ordre de I'élément py, : pour tout k, 1 < k < ky, il existe un mot uy € (Z >~1* tel que
Pk (up) =ul #ug.

Comme (<)) est un groupe, le mot uy peut étre étendu en un mot unitaire uivy. On pose alors
Wp =upvy - -Ug, —1Vi,-1-

Par construction px, (W) = u’1 s E Wy

Par ailleurs u;v; étant unitaire, on a également

2 2 2
Px,Wn) = px,(Wv1)py, (Wavo - Uk, _1Vg,—1)

2 !
Pk, Wvuy -+ # Wy

De la méme facon, on montre que pour tout k < k,, on a p’,ﬁn (W) #wWy.

Dans le graphe en hélice de of d’ordre (|x,,], |wy,|), on consideére le cycle contenant le nceud (x,,wy). Le
mot w,, étant unitaire, les successeurs de (x,, w,) dans ce cycle sont : (X, px, (Wz)), X, p,z(n (wy)), ...Ce
cycle est donc de longueur k;,. Comme (k;), diverge vers l'infini, les longueurs des cycles des graphes
en hélice de </ ne sont pas uniformément bornées. |

Le théoreme 2 est alors un corollaire des propositions 10 et 11.
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1. Il existe des groupes d’automate infinis dont les éléments sont tous d’ordre fini, voir Grigorchuk [3].
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