
DEA Algorithmique X/ENS/ENST/Paris VI/Paris VII/Paris XIFilière Modélisation des réseauxExamen d'analyse MarkovienneAlain Jean-Marie6 mars 2002La durée de 
et examen est 2h. Les notes et le support de 
ours sont autorisés. Les autres do
umentssont interdits.Exer
i
e 1 (8 pts)On 
onsidère une �le d'attente ave
 un serveur, une salle d'attente de 
apa
ité in�nie, et ayant lefon
tionnement suivant. Le temps est dis
ret. À 
haque unité de temps, on a:� si un 
lient était en servi
e pendant l'intervalle pré
édent, il �nit son servi
e ave
 probabilitéd, mais reste dans la �le d'attente ave
 probabilité �d = 1� d;� un nouveau 
lient arrive ave
 probabilité a, et au
un 
lient n'arrive ave
 probabilité �a = 1�a;� si au moins un 
lient est présent après 
ela, un 
lient entre en servi
e.Q1) Expliquer pourquoi le pro
essus fN(t); t 2 Ng du nombre de 
lients dans la �le (salle d'attente+ serveur) est une 
haîne de Markov en temps dis
ret. Dé
rire sa matri
e de transition P etreprésenter son diagramme de transition.Q2) Sous quelles 
onditions sur a et d 
ette 
haîne est-elle irrédu
tible et apériodique?On supposera 
es 
onditions véri�ées dans la suite.Q3) É
rire les équations d'équilibre satisfaites par des probabilités stationnaires �(n), n 2 N.Q4) Sous quelles 
onditions sur a et d existe-t-il de telles probabilités stationnaire? Les 
al
uler.Exer
i
e 2 (12 pts)On 
onsidère dans 
et exer
i
e un pro
essus d'arrivée dit: �pro
essus de Poisson modulé parMarkov� (PPMM), et une �le d'attente ave
 
e pro
essus 
omme arrivée de 
lients.Soit tout d'abord une 
haîne de Markov en temps 
ontinu fX(t); t � 0g sur l'espa
e d'états:E = f0; 1g, et dont le diagramme de transition est donné dans la Figure 1.Q1) Justi�er que 
ette 
haîne de Markov admet une distribution de probabilité stationnaire unique,et la 
al
uler. On la notera � = (�0; �1). 1



10 ��Figure 1: Une 
haîne de Markov à deux étatsOn 
onsidère à présent un pro
essus d'arrivée (le pro
essus PPMM) qui a les propriétés suivantes:� les 
lients arrivent selon un pro
essus de Poisson de taux � tant que la 
haîne fX(t)g se trouvedans l'état 1.� au
un 
lient n'arrive tant que la 
haîne fX(t)g se trouve dans l'état 0.Q2) Soit A(t) le nombre d'arrivées de 
e pro
essus à la date t. Montrer que le pro
essus f(X(t); A(t));t 2 Rg est une 
haîne de Markov en temps 
ontinu sur l'espa
e N � f0; 1g. Représenter sondiagramme de transition.Q3) Quel est le débit �̂ de 
e pro
essus? (expliquer votre raisonnement). Exprimer la réponse enfon
tion de �; �0; �1, puis utiliser Q1) pour l'exprimer ave
 �; � et � uniquement.Soit �nalement une �le d'attente FIFO ave
 un serveur et 
apa
ité in�nie, telle que le pro
essusd'arrivée est PPMM, et telle que le temps de servi
e des 
lients a une distribution exponentielle deparamètre �.Q4) Soit N(t) le nombre de 
lients dans la �le d'attente (salle d'attente+serveur) à la date t.Justi�er pourquoi le pro
essus f(N(t);X(t)); t � 0g est une 
haîne de Markov en temps
ontinu sur l'espa
e N � f0; 1g. Représenter son diagramme de transition.Q5) É
rire les équations d'équilibre satisfaites par des probabilités stationnaires �(n; i), n 2 N,i 2 f0; 1g.Q6) Soit le ve
teur �n = (�(n; 0); �(n; 1)). Montrer qu'il existe des matri
es A0, A1 et B tellesque � A0 �0 = � �1A1 �n = B �n�1 + � �n+1 ; n � 1 : (S)Q7) Soit la fon
tion génératri
e ve
torielle �(z) =P1n=0 zn�n. Utiliser le système (S) pour montrerque �(z) est solution d'une équation fon
tionnelle matri
ielle de la forme:�(z) K(z) = �0 L(z) ; (E)où K(z) et L(z) sont des matri
es 
onnues.Q8) (bonus) En vous inspirant de la méthode du noyau et en raisonnant sur le déterminant dusystème linéaire (E), expliquer 
omment déterminer la valeur �0. Quelle est la 
ondition destabilité de la �le d'attente? Faire le 
al
ul le plus loin possible...2


