
Syst�emes �a �ev�enements dis
rets IDEA Algorithmique, 2001-2002.Dur�ee: 60 minutes. Les notes de 
ours sont les seuls do
uments autoris�es.L' exer
i
e 2 utilise les r�esultats de l' exer
i
e 1. Les notations sont les mêmes dans les deuxexer
i
es et sont 
elles du 
ours (dans la mesure du possible). Pour un ve
teur x = (x1; : : : ; xn),on note tx = maxi xi.Exer
i
e 1Soit une matri
e (max,+) A 2 Rn�nmax . Le graphe asso
i�e �a A est not�e �a G(A). Le temps de
y
le g�en�eralis�e de A est not�e �(A) 2 Rnmax . On note C(A) l'ensemble des n�uds du graphe quiappartiennent �a un 
ir
uit 
ritique de G(A) (i.e. �a un 
ir
uit de poids moyen t�(A)).Dans la suite on suppose (sans perte de g�en�eralit�es) que t�(A) = 0.Q.1. Montrer que la matri
e A+ = max1k=1Ak est bien d�e�nie et v�eri�e A+ = maxnk=1 Ak.On d�e�nit PA 2 Rn�nmax de la fa�
on suivante :(PA)ij = maxk2C(A)(A+ik +A+kj):Q.2. Donner l'interpr�etation de (PA)ij dans le graphe G(A). Montrer que PA � A+.Q.3. Soit i 2 C(A). Montrer que (A+)ii = (PA)ii = 0 puis montrer que (PA)i: = (A+)i: et(PA):i = (A+):i.Q.4. Soit x 2 Rnmax tel que A 
 x � x. Montrer que (A 
 x)i = xi pour i 2 C(A). Montrerque PA 
 x � x et que (PA 
 x)i = xi pour i 2 C(A).Q.5. Montrer que A
 PA = PA 
A = PA et que PA 
 PA = PA.Q.6. Montrer que x est ve
teur propre pour la valeur propre 0 de A si et seulement si x estve
teur propre pour la valeur propre 0 de PA. Montrer que l'image de PA est l'espa
e propre deA pour la valeur propre 0.Exer
i
e 2Soit f une appli
ation topi
ale de Rn dans Rn qui appartient �a la 
lasse (min;max;+). L'appli
ationf peut s'�e
rire sous la forme f(x) = minA2S A
 x o�u S un ensemble �ni de matri
es (max,+) dedimension n� n, et o�u le min est d�e�ni 
omposante par 
omposante.Dans toute la suite, on suppose que l'ensemble S est re
tangulaire 
'est �a dire que l'on a lapropri�et�e suivante : si A 2 S;B 2 S et E � f1; � � � ; ng alors C 2 S o�u C est d�e�nie parCi� = (Ai� pour i 2 EBi� pour i 62 E :On sait que f admet un temps de 
y
le g�en�eralis�e �(f) 2 Rn et un point �xe g�en�eralis�e x 2 Rntel que fn(x) = x+ n� �(f) (th�eor�eme du 
ours sur toute la 
lasse aÆne).Q.1. Montrer que �(f) � minA2S �(A).Q.2. Supposons que �(f) = (h; : : : ; h); h 2 R. Montrer que �(f) = minA2S �(A).1



Les questions 3, 4 et 5 vont permettre de d�emontrer un r�esultat dual : si minA2S �(A) =(h; : : : ; h); h 2 R; alors �(f) = minA2S �(A). (En fait l'�egalit�e �(f) = minA2S �(A) est toujoursvraie, r�esultat donn�e sans preuve en 
ours.)On suppose dans les questions 3, 4 et 5 que minA2S �(A) = (0; : : : ; 0) (sans perte de g�en�eralit�epar rapport au 
as minA2S �(A) = (h; : : : ; h)). On admet le r�esultat suivant (qui d�e
oule de lare
tangularit�e de S) : il existe A1 2 S tel que �(A1) = (0; : : : ; 0).Q. 3. [Cette question utilise les r�esultats de l'exer
i
e 1.℄ Montrer qu'il existe x1 2 Rn tel quef(x1) � x1. Montrer qu'il existe A2 2 S v�eri�ant : (a) A2 
 x1 = f(x1); (b) (A2)i� = (A1)i� pourtout i tel que fi(x1) = (x1)i. Montrer que �(A2) = (0; : : : ; 0). En d�eduire que C(A2) � C(A1).Q.4. [Cette question utilise les r�esultats de l'exer
i
e 1.℄ On pose x2 = PA2 
x1. Montrer queA2 
 x2 = x2, que x2 � x1 et que si i 2 C(A2) alors (x2)i = (x1)i.Q.5. En it�erant la 
onstru
tion pr�e
�edente, on obtient une suite (Ak)k de matri
es de S etune suite asso
i�ee (xk)k de ve
teurs de Rn . Montrer qu'il existe ` et k, k < `, tels que Ak = A` etxk = x`. En d�eduire que �(f) = (0; : : : ; 0).Q.6. Soit f(x) = minA2S A 
 x o�u toutes les matri
es A 2 S sont irr�edu
tibles. Proposer unalgorithme permettant de 
al
uler �(f) et de trouver un ve
teur propre g�en�eralis�e.Q.7 Quelles �etapes de l'algorithme pr�e
�edent ne sont plus valables lorsqu'on ne suppose pasque toutes les matri
es sont irr�edu
tibles ?
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Corre
tion de l'Exer
i
e 1Q.1. Cf notes de 
ours.Q.2. (PA)ij = poids maximal dans G(A) d'un 
hemin de i �a j passant par au moins un n�ud
ritique. On en d�eduit imm�ediatement que PA � A+. Autre m�ethode :A+ = A+A+A+ij = maxk (A+ik +A+kj) � maxk2C(A)(A+ik +A+kj) = (PA)ij :Q.3. Par d�e�nition du graphe 
ritique, A+ii = 0 pour i 2 C(A). Toujours pour i 2 C(A), on a(PA)ii = maxk2C(A)(A+ik +A+ki) � A+ii +A+ii = 0 :Comme PA � A+, on en d�eduit que (PA)ii = A+ii = 0. Maintenant,(PA)ji � A+ji +A+ii = A+ji :On a bien (PA)�i = A+�i . On montre l'�egalit�e des lignes d'indi
e i de la même fa�
on.Q.4. On a Anx � � � � � A2x � Ax � x =) A+x � x =) PAx � x : (1)Pour i 2 C(A), on a (A+x)i = maxj (Aij + xj) � A+ii + xi = xi(PAx)i = maxj ((PA)ij + xj) � (PA)ii + xi = xi :On en d�eduit que (PAx)i = xi. On a de même que (A+x)i = xi 
e qui implique qu'il existe k � ntel que (Akx)i = xi, 
e qui entrâ�ne (Ax)i = xi d'apr�es (1).Q.5. �Etant donn�es i et j, il existe k1 et k2 ave
 k2 2 C(A) tels que(APA)ij = Aik1 +A+k1k2 +A+k2j� A+k1k2 +A+k2j � (PA)ij�Etant donn�es i et j, il existe k1 2 C(A) tel que(PA)ij = A+ik1+A+k1j = A+ik1+A+k1k1+A+k1j � Aik1+A+k1k1+A+k1j � Aik1+(PA)k1j � (APA)ij :On en 
on
lut que APA = PA. On d�emontre de la même fa�
on que PAA = PA.On a A(PA):i = (PA):i. Cela implique par la question 4, que PA(PA):i � (PA):i. On a don
montr�e que PAPA � PA. Soient i et j donn�es. Soit k 2 CA tel que (PA)ij = A+ik +A+kj . On a (enutilisant la question 3)(PAPA)ij � (PA)ik + (PA)kj = A+ik +A+kj = (PA)ij :On en 
on
lut que PAPA = PA.Q.6. Soit un ve
teur x tel que Pax = x. D'apr�es la question 5, on a Ax = APax = PAx = x.Soit maintenant un ve
teur x tel que Ax = x. On a, pour tout i,(PAx)i = maxk [(PA)ik + xk ℄ = maxk [maxu [A+iu +A+uk ℄ + xk℄= maxu [A+iu +maxk [A+uk + xk℄ ℄ = maxu [A+iu + (A+x)u℄= maxu [A+iu + xu℄ = (A+x)i = xi :Soit x 2 Im(PA). Il existe y tel que PAy = x. D'apr�es la question 5, on a Ax = APAy = PAy = x.R�e
iproquement soit x tel que Ax = x. On a PAx = x, don
 x 2 Im(PA).3



Corre
tion de l'Exer
i
e 2Q.1. Soit A 2 S, on a f(x) � Ax pour tout x 2 Rn . On en d�eduit que �(f) = limk fk(x)=k �limk(Akx)=k = �(A). On a bien �(f) � minA2S �(A).Q.2. Soit g l'appli
ation (min;max;+) d�e�nie parg(x) = f(x)� (h; : : : ; h) = minA2SAx� (h; : : : ; h) :On a �(g) = (0; : : : ; 0). D'apr�es le th�eor�eme sur la 
lasse aÆne, il existe y 2 Rn tel que g(y) = y.D'autre part il existe B 2 S tel que g(y) = By � (h; : : : ; h) = y. Ce
i implique que �(B) =(h; : : : ; h). Au vu de la question 1, on obtient �(f) = (h; : : : ; h) = minA2S �(A).Q.3. On a �(A1) = (0; : : : 0) don
 il existe x1 2 Rn tel que A1x1 = x1. On en d�eduit quef(x1) = minA2SAx1 � A1x1 = x1 :Comme S est re
tangulaire, il existe A2 2 S tel que f(x2) = A2x2 et on peut 
hoisir A2 de sorteque (A2)i: = (A1)i: si f(x1)i = (x1)i.On a A2x1 � A1x1 = x1. On en d�eduit que �(A2) � �(A1), d'�ou(0; : : : ; 0) = minA2S �(A) � �(A2) � �(A1) = (0; : : : ; 0) =) �(A2) = (0; : : : ; 0) :On a A2x1 � x1. Pour i 2 C(A2), on a (A2x1)i = (x1)i de par la question 4 de l'exer
i
e 1.On en d�eduit que (A2x1)i = (A1x1)i = (x1)i et don
 par 
onstru
tion (A2)i� = (A1)i�. Soit(i1; i2; : : : ; ik; i1) un 
ir
uit 
ritique de G(A2). On a(A2)i1i2 + � � �+ (A2)iki1 = 0 =) (A1)i1i2 + � � �+ (A1)iki1 = 0 :On a bien C(A2) � C(A1).Q.4. Le ve
teur x2 appartient �a l'image de PA2 don
 
'est un ve
teur propre de A2 de par laquestion 6 de l'exer
i
e 1.On a A2x1 � x1 
e qui entrâ�ne x2 = PA2x1 � x1 de par la question 4 de l'exer
i
e 1. D'autrepart, en utilisant 
ette même question 4 de l'exer
i
e 1, on a (x2)i = (PA2x1)i = (x1)i pouri 2 C(A2).Q.5. Comme la suite (Ak)k est �a 
aleurs dans l'ensemble �ni S, il existe k; l ave
 k < l tels queAk = Al. D'autre part on a xl � xk. Pour montrer que xk = xl, on peut utiliser l'un ou l'autredes deux r�esultats suivants.
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