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teurs b�en�evoles : Mathilde Bouvel, Ines Klimann et GlennMerlet.1 Introdu
tionLes syst�emes 
on�
us par l'homme (syst�emes informatiques ou de produ
tion,r�eseaux de 
ommuni
ation ou de transport) sont de nature tr�es di��erente dessyst�emes physiques 
lassiques. Ils ob�eissent �a des r�egles op�erationnelles, oualgorithmes, et les transformations ont lieu �a des instants dis
rets, en r�eponse�a des �ev�enements pon
tuels. Le terme de syst�emes �a �ev�enements dis
retss'est impos�e pour d�e
rire de tels syst�emes. Comprendre les m�e
anismesqui r�egissent 
es syst�emes est un enjeu important. Dans 
e 
ontexte et enamont, la premi�ere �etape 
onsiste �a proposer des mod�eles math�ematiquespertinents. Un bon mod�ele est 
elui qui r�ealise un 
ompromis entre puis-san
e de mod�elisation et 
apa
it�e d'analyse math�ematique exa
te. C'est 
e
ompromis r�eussi qui a engendr�e par exemple le su

�es de la th�eorie 
lassiquedes �les d'attente Markoviennes, ou en
ore 
elui des r�eseaux de Petri.On s'int�eresse dans 
e do
ument �a un ensemble de mod�eles de SED 
on-struits autour du semi-anneau max-plus. Le mod�ele de Tetris joue le rôle de�l rouge. Il 
onstitue un paradigme pour les di��erents mod�eles de syst�emes�a �ev�enements dis
rets qui vont nous int�eresser. Ces derniers peuvent se voir
omme des sp�e
ialisations, variations ou extensions du mod�ele de Tetris.
2



Jean Mairesse Mpri 2-172 Mod�ele de Tetris et extensionsCe 
hapitre est 
onsa
r�e �a la pr�esentation d'une suite de mod�elesmath�ematiques apparaissant dans l'�etude des syst�emes �a �ev�enements dis-
rets. Le mod�ele de Tetris joue le rôle du pivot autour duquel viennents'arti
uler tous les autres mod�eles.2.1 Des ateliers de produ
tion aux mod�eles de TetrisSoit un mod�ele d'atelier de produ
tion 
onstitu�e de :� trois ma
hines : M0, M1, M2;� quatre tâ
hes �el�ementaires : a0; a1; b0; b1;� deux gammes de produit : Ja = a0a1, Jb = b0b1.La notation Ja = a0a1 signi�e que pour fabriquer un exemplaire del'objet Ja, il faut r�ealiser les tâ
hes �el�ementaires a0 puis a1, la tâ
he a1ne pouvant 
ommen
er qu'apr�es a
h�evement de la tâ
he a0. Par ailleurs,
haque tâ
he �el�ementaire doit être ex�e
ut�ee par une ma
hine sp�e
i�que,pendant une dur�ee donn�ee, et 
haque ma
hine ne peut traiter qu'une tâ
he�el�ementaire �a la fois. En�n, il faut terminer la fabri
ation d'un objet Ji,avant d'entamer la fabri
ation d'un autre objet de la même gamme Ji.Le tableau pr�e
ise la ma
hine asso
i�ee �a 
haque tâ
he, ainsi que la dur�eed'ex�e
ution. I
i, `a 2 R+ et `b 2 R+ sont deux param�etres du mod�ele.Tâ
he a0 a1 b0 b1Ma
hine M1 M0 M1 M2Dur�ee 1 `a 1 `bLa question est 
elle de l'ordonnan
ement : �etant donn�e un 
arnet de
ommandes (na 2 N exemplaires de l'objet Ja et nb 2 N exemplaires del'objet Jb), 
omment 
hoisir l'ordre de passage des tâ
hes sur les ma
hinesde fa�
on �a minimiser le temps d'ex�e
ution ?On sp�e
i�e un ordonnan
ement sous la forme d'un mot w = w0 � � �wn�1sur l'alphabet fa0; a1; b0; b1g. �A l'instant 0, on 
ommen
e l'ex�e
ution dela tâ
he w0, puis l'ex�e
ution de la tâ
he w1 
ommen
e au plus tôt, �etantdonn�ees les 
ontraintes, et
.Consid�erons par exemple le 
arnet de 
ommande [na = 2; nb = 1℄. Enprenant en 
ompte les 
ontraintes (\jamais plus d'un exemplaire d'un objetde 
haque gamme en 
ours de fabri
ation", \a0 avant a1" et \b0 avant b1"),on obtient tous les ordonnan
ements possibles (X est le produit de m�elange,\shu�e" en anglais, des 
ombinatori
iens des mots) :a0a1a0a1X b0b1 = �a0a1a0a1b0b1; a0a1a0b0a1b1; a0a1a0b0b1a1;a0a1b0a0a1b1; : : : ; b0b1a0a1a0a1	 :3



Jean Mairesse Mpri 2-17Visualisons un ordonnan
ement �a l'aide d'un diagramme de Gantt parti
-ulier. On 
onsid�ere une suite de 
olonnes indi
�ees parM1; Ja;M0; Jb;M2 (lesressour
es). Chaque tâ
he �el�ementaire est repr�esent�ee par un blo
 rigide oupi�e
e, o

upant les deux 
olonnes 
orrespondant �a sa ma
hine et �a sa gamme,et de hauteur sa dur�ee d'ex�e
ution. �A un ordonnan
ement, on asso
ie don
une suite de pi�e
es qui, soumises �a la gravit�e, s'empilent suivant le prin
ipedu jeu de Tetris. La dur�ee d'ex�e
ution de w est la hauteur de l'empilementasso
i�e, on la note h(w).
J a M1 J b J a J bM1M M MJ Jba M M10 2 0 2

a

b

b0

b1

a1
b0

a1

b1

a0
a0Figure 1: L'empilement asso
i�e au mot a0b0b1a1.En illustration, on a repr�esent�e, en �gure 1, l'empilement asso
i�e �al'ordonnan
ement w = a0b0b1a1. On a i
i `a = 3=2; `b = 2 et h(w) = 4.La 
ontrainte \jamais plus d'un exemplaire ..." a pour 
ons�equen
equ'une pi�e
e de type a1, resp. b1, repose toujours sur une pi�e
e de typea0, resp. b0, dans l'empilement. On peut d�es lors fusionner les pi�e
es a0et a1, resp. b0 et b1, et obtenir un mod�ele �equivalent ave
 seulement deuxpi�e
es a et b. En supprimant la premi�ere et la derni�ere 
olonne, on obtientune repr�esentation simpli��ee du même mod�ele ave
 trois ressour
es et deuxpi�e
es. La simpli�
ation est illustr�ee en �gure 1. Ce dernier mod�ele serar�eutilis�e �a de multiples reprises.Remarque. La tradition en re
her
he op�erationelle veut plutôt que le dia-gramme de Gantt soit repr�esent�e �a l'aide d'un sous-ensemble des ressour
es
onstitu�e soit des ma
hines soit des gammes. On obtient alors des em-pilements o�u 
ertaines pi�e
es \
ottent" dans les airs. Pour la suite desd�eveloppements, il est essentiel que les pi�e
es soient soumises �a la gravita-tion, et don
 de 
onsid�erer toutes les ressour
es simultan�ement.Proposons une d�e�nition formelle d'un mod�ele de Tetris g�en�eral.D�e�nition 2.1. Un mod�ele de Tetris est un quintuplet H = (T;R; R; l; u)dans lequel� T est un ensemble �ni dont les �el�ements sont appel�es pi�e
es;4



Jean Mairesse Mpri 2-17� R est un ensemble �ni dont les �el�ements sont appel�es 
olonnes;� R : T ! 2R donne le sous-ensemble des 
olonnes o

up�ees par unepi�e
e;� l = (l(a))a2T; l(a) : R �! R [ f�1g donne la hauteur du 
ontourinf�erieur de la pi�e
e a pour les di��erentes 
olonnes;u = (u(a))a2T; u(a) : R �! R [ f�1g (ave
 u(a) > l(a)) donne le
ontour sup�erieur de la pi�e
e.On suppose de plus :� minr2R(a) l(a)r = 0 (en parti
ulier, R(a) 6= ;);� r 62 R(a)() l(a)r = �1() u(a)r = �1.Par exemple, le mod�ele de la �gure 1 (droite), est un mod�ele de TetrisH = (T;R; R; l; u) ave
T = fa; bg; R = fJa;M1; Jbg; R(a) = fJa;M1g; R(b) = fM1; Jbg;l(a) = [0; 0;�1℄; u(a) = [1 + `a; 1;�1℄;l(b) = [�1; 0; 0℄; u(b) = [�1; 1; 1 + `b℄ : (1)Commentaires et bibliographie.Le mod�ele de Tetris peut s'av�erer pertinent dans plusieurs 
ontextes.Tout d'abord on peut le voir 
omme un mod�ele tâ
he-ressour
e, dans lalign�ee de l'atelier de produ
tion d�e
rit 
i-dessus. Les 
olonnes sont lesressour
es, les pi�e
es sont les tâ
hes, et la forme de la pi�e
e traduit lesdur�ees d'utilisation des ressour
es. Cette mod�elisation a �et�e propos�ee simul-tan�ement par Brilman & Vin
ent [13℄ et Gaubert & M. [31℄.On peut �egalement utiliser Tetris pour repr�esenter 
ertains mod�elesphysiques d'a

umulation, par exemple l'amon
ellement de 
o
ons de neigele long d'une vitre, voir la dis
ussion sur le mod�ele d'Eden dans Barabasi &Stanley [4, Chap. 8℄.Les animaux dirig�es 
onstituent une troisi�eme in
arnation de Tetris [12,22, 74℄. �Etant donn�e un graphe orient�e et un n�ud distingu�e o, un animaldirig�e est un ensemble E de n�uds tel que tout �el�ement de E peut êtrejoint depuis o par un 
hemin orient�e dont tous les n�uds sont dans E. Lesanimaux dirig�es sont un mod�ele pertinent en per
olation et en physiquedes polym�eres. Les animaux dirig�es sur les r�eseaux 
arr�es ou triangulairespeuvent être vus 
omme des empilements de Tetris parti
uliers.
5



Jean Mairesse Mpri 2-172.2 Des mod�eles de Tetris aux automates max-plusRevenons sur le mod�ele de Tetris d�e�ni en (1). Posons ha = `a + 1 ethb = `b+1. Le 
ontour sup�erieur d'un empilement peut être repr�esent�e partrois nombres, x; y; z, qui sont les hauteurs des trois 
olonnes, de la gau
hevers la droite. Lorsqu'on ajoute la pi�e
e a, respe
tivement b, le 
ontoursup�erieur devientTa0�xyz1A = 0�max(x; y) + hamax(x; y) + 1z 1A ; resp. Tb0�xyz1A = 0� xmax(y; z) + 1max(y; z) + hb1A (2)On a ainsi d�e�ni deux appli
ations Ta : R3 ! R3 et Tb : R3 ! R3. Cesont des exemples d'appli
ations max-plus, voir se
tion 2.7. Si la forme dusol est o = (0; 0; 0) 2 R3, le pro�l sup�erieur de l'empilement w = w0 � � �wn�1,wi 2 fa; bg, est donn�e parTwn�1 Æ � � � Æ Tw1 Æ Tw0(o) : (3)La dynamique de 
e mod�ele de Tetris se repr�esente don
 par un syst�emeit�er�e d'appli
ations de R3 dans R3.On peut par ailleurs r�einterpr�eter (2) et (3) 
omme d�e�nissant des pro-duits matri
es-ve
teurs de type parti
ulier. On aTa0�xyz1A = 0� ha ha �11 1 �1�1 �1 0 1A
0�xyz1A (4)Tb0�xyz1A = 0� 0 �1 �1�1 1 1�1 hb hb 1A
0�xyz1A (5)et, en notant respe
tivement M(a) et M(b) les deux matri
es apparaissant
i-dessus, on aTwn�1 Æ � � � Æ Tw1 Æ Tw0(o) =M(wn�1)
 � � � 
M(w1)
M(w0)
 o : (6)Dans (4), (5) et (6), le symbole 
 doit s'interpr�eter 
omme suit. Si A et Bsont deux matri
es �a 
oeÆ
ients dans R [ f�1g et de tailles 
ompatibles,alors A 
 B est la matri
e de 
oeÆ
ients (A 
 B)ij = maxk[Aik + Bkj℄.L'addition �etant distributive par rapport au maximum, 
e
i d�e�nit un pro-duit asso
iatif 
, d'o�u l'absen
e de parenth�eses dans (6).En�n, on peut repr�esenter graphiquement le triplet (o;M(a);M(b)) �al'aide de l'automate de la �gure 2.Il s'agit d'un automate �a deux bandes : la bande d'entr�ee �etiquet�ee dansfa; bg et la bande de sortie pond�er�ee dans R. Soit w un mot sur l'alphabetfa; bg. Soit h(w)i le maximum sur tous les 
hemins �etiquet�es par w et6



Jean Mairesse Mpri 2-17
1 2 3j0 j0 j0a j1a jha b j1b jhb

a jhab j0 a j1b j1 a j0b jhb
Figure 2: Automate asso
i�e au mod�ele de Tetris de la �g. 1.terminant dans l'�etat i 2 f1; 2; 3g de la somme des poids le long du 
hemin.En suivant l'interpr�etation 
ombinatoire du produit matri
iel, on obtient queh(w)i est �egal au membre droit de l'�egalit�e (6). En utilisant (3), on en d�eduitque h(w)i est la hauteur de l'empilement w sur la 
olonne i. L'automate dela �gure 2 est un automate max-plus, voir d�ef. 2.5.On propose maintenant un �enon
�e formel des prin
ipes 
i-dessus, pourtout mod�ele de Tetris et dans le 
adre des automates max-plus.D�e�nition 2.2. Un semi-anneau est un ensemble K muni de deux lois in-ternes, l'une dite additive qui est asso
iative et 
ommutative et poss�ede un�el�ement neutre 0K, l'autre dite multipli
ative qui est asso
iative et poss�edeun �el�ement neutre 1K. La loi multipli
ative est distributive par rapport �a laloi additive, et 0K est �el�ement absorbant pour la multipli
ation.D�e�nition 2.3. Le semi-anneau max-plus, not�e Rmax, est le semi-anneauform�e de l'ensemble R [ f�1g et des lois max et +. Le semi-anneau min-plus, not�e Rmin, est le semi-anneau form�e de l'ensemble R [ f+1g et deslois min et +. On d�e�nit de fa�
on analogue les sous-semi-anneaux Zmax,Nmin, et
.Pour deux matri
es A et B de tailles 
ompatibles et �a 
oeÆ
ients dansle semi-anneau K, on d�e�nit les matri
es A + B et AB de fa�
on usuelle.L'ensemble Kn�n muni de 
es deux lois est un semi-anneau.On observe que pour le semi-anneau max-plus, la loi additive est le maxet la loi multipli
ative est le +. On a 0Rmax = �1 et 1Rmax = 0. On observeaussi que max(a; a) = a, on dit que Rmax est un semi-anneau idempotent.On notera parfois les op�erations matri
ielles par A
B, au lieu de AB, poursigni�er que le semi-anneau sous-ja
ent est Rmax.D�e�nition 2.4. Soit K un semi-anneau et Q et � deux ensembles �nis etnon-vides. Un K-automate ou automate �a multipli
it�es dans K d'ensemble7



Jean Mairesse Mpri 2-17d'�etats Q et d'alphabet � est un triplet (�; �; �), o�u �, resp. �, est unve
teur ligne, resp. 
olonne, de KQ, et o�u � est un morphisme de �� dansKQ�Q (pour u = u1u2 � � � un; ui 2 �, �(u) = �(u1)�(u2) � � � �(un)). La s�eriere
onnue par (�; �; �) est la s�erie S : �� ! K telle que hS; �i = ��(�)�.D�e�nition 2.5. Un automate max-plus, resp. min-plus, est un automate�a multipli
it�es dans Rmax, resp. Rmin.
j1 j1b j1a j1b j1 a j1b j1
Figure 3: Automate �a multipli
it�es.Un K-automate se repr�esente graphiquement par un graphe orient�e dontles ar
s sont �etiquet�es dans � et pond�er�es dans K, ave
 des �etats initiaux etterminaux pond�er�es dans K. Plus pr�e
is�ement, l'ensemble des �etats est Q;pour tout (p; q) 2 Q2; a 2 �, si �(a)pq 6= 0K, alors il y a un ar
 de p versq �etiquet�e par a et pond�er�e par �(a)pq; pour tout p 2 Q, si �p 6= 0K (resp.�p 6= 0K), alors p est un �etat initial (resp. terminal) de poids �p (resp. �p).On transf�ere la terminologie de la th�eorie des graphes vers les K-automates (
hemin, 
ir
uit, et
). L'�etiquette d'un 
hemin est la 
on-
at�enation des �etiquettes des ar
s qui le 
ompose. Un 
hemin qui 
ommen
edans un �etat initial et �nit dans un �etat terminal est un 
hemin r�eussi. Lepoids d'un 
hemin r�eussi est le produit (dans K) du poids initial, des poidsdes ar
s et du poids terminal. Le poids d'un mot w 2 �� est la somme (dansK) des poids des 
hemins r�eussis d'�etiquette w, et vaut 0K s'il n'existe au
un
hemin r�eussi d'�etiquette w. Le poids de w est �egal �a hS;wi = ��(w)�.Pour illustration, 
onsid�erons l'automate de la �g. 3 et appelons S las�erie re
onnue. Si on interpr�ete l'automate dans le semi-anneau de BooleB = (fFaux = 0;Vrai = 1g; ou; et), alors S est la s�erie 
ara
t�eristique dulangage A�bA�. Si au 
ontraire le semi-anneau sous-ja
ent est (N;+;�),alors hS;wi = jwjb. En�n si on voit l'automate 
omme un automate max-plus, on a hS;wi = jwj + 2 si w 2 A�bA� et hS;wi = �1 sinon.Remarque. Un automate 
lassique peut être vu 
omme un automatebool�een, 
'est-�a-dire un automate �a multipli
it�es sur le semi-anneau deBoole B = (fFaux;Vraig; ou; et). On 
onstate que B est isomorphe �a(f�1; 0g;max;+), et peut don
 être vu 
omme un sous-semi-anneau deRmax. En parti
ulier, les automates 
lassiques s'identi�ent aux automates8



Jean Mairesse Mpri 2-17max-plus dans lesquels les 
oeÆ
ients di��erents de �1 sont �egaux �a 0. Onutilisera 
ette remarque �a plusieurs reprises (x2.4 et x3.2.3).On dispose maintenant du bon formalisme pour �enon
er le r�esultat.Th�eor�eme 2.6. Soit le mod�ele de Tetris H = (T;R; R; l; u) et soit s leve
teur ligne de RR 
odant la forme du sol. Pour i dans R, soit Æi le ve
teur
olonne de (R [ f�1g)R d�e�ni par (Æi)i = 0 et (Æi)j = �1; j 6= i. SoitM : T� ! RR�Rmax le morphisme d�e�ni par8a 2 T;8s; r 2 R; M(a)sr = 8><>:0 si s = r 62 R(a),u(a)r � l(a)s si r 2 R(a); s 2 R(a),�1 sinon. (7)La s�erie T� ! Rmax; w 7! h(w)i; qui �a un mot asso
ie la hauteurde l'empilement sur la 
olonne i, est re
onnue par l'automate max-plus(s;M; Æi). La s�erie T� ! Rmax; w 7! h(w); qui �a un mot asso
ie la hau-teur totale de l'empilement, est re
onnue par l'automate max-plus (s;M;o),o�u o = (0; � � � ; 0)T .En rajoutant les �etats terminaux �a l'automate de la �g. 2, on obtientl'automate max-plus asso
i�e au mod�ele de Tetris de la �g. 1 (droite). (Lesmatri
es M(a) et M(b) de l'automate de la �g. 2 sont les transpos�ees desmatri
es d�e�nies en (4)-(5). En e�et, on lit les mots de la gau
he vers ladroite dans un automate, alors qu'on 
ompose les appli
ations de la droitevers la gau
he dans un syst�eme it�er�e de fon
tions.) On obtient par exempleh(ab) = �0 0 0�
0� ha 2 1 + hbha 2 1 + hb�1 1 hb 1A
0�0001A = max(ha; 2; 1 + hb) ;et on retrouve que h(ab) = 4 pour les valeurs num�eriques ha = 5=2; hb = 3,de la �gure 1.Notes bibliographiques et terminologiques.Le th�eor�eme 2.6 est d�emontr�e sous deux formes voisines dans Gaubert& M. [31℄ et Brilman & Vin
ent [13℄.Pour plus de d�etails sur la th�eorie g�en�erale des automates �a multi-pli
it�es, on peut 
onsulter [6, 26, 47℄. Il existe des motivations vari�eespour s'int�eresser sp�e
i�quement aux automates max-plus et min-plus. Enplus de la mod�elisation des empilements de Tetris, ils surgissent en re
on-naissan
e automatique de la parole [57℄, ou dans la r�esolution de 
ertainesquestions (hauteur d'�etoile, propri�et�e de puissan
e �nie) sur les langagesrationnels [41, 44, 70, 61℄. 9



Jean Mairesse Mpri 2-17Terminons par quelques 
onsid�erations de terminologie. Les automatesmax-plus et min-plus sont a�ubl�es de divers noms dans la litt�erature : au-tomates �a distan
e, automates �a 
oût, automates des �nan
iers. Quantaux semi-anneaux max-plus et min-plus, ils sont souvent d�esign�es parl'appellation \semi-anneaux tropi
aux"; illustration : la r�e
ente mais tr�esa
tive \g�eom�etrie alg�ebrique tropi
ale" [63℄. Dans les ann�ees 1980-90, \semi-anneau tropi
al" �etait r�eserv�e �a Nmin, le nom ayant �et�e propos�e par C. Chof-frut (ou D. Perrin, les avis des historiens divergent sur 
e point) en r�ef�eren
eet hommage au Br�esil d'Imre Simon.2.3 Mono��des de tra
eConsid�erons les mots �nis sur l'aphabet �a trois symboles fa; b; 
g. Onsuppose que les lettres a et b 
ommutent et on identi�e deux mots sion peut passer de l'un �a l'autre par 
ommutations su

essives de let-tres a et b adja
entes. Ce
i d�e�nit une relation d'�equivalen
e sur lesmots, dont les 
lasses d'�equivalen
e sont appel�ees des tra
es. Par exemple,t = faab
b; aba
b; baa
bg est une tra
e.La relation d'�equivalen
e est 
ompatible ave
 la 
on
at�enation. Ce
ipermet de parler de la 
on
at�enation de deux tra
es, et don
 d'�equiperl'ensemble des tra
es d'une stru
ture de mono��de. On vient de d�e�nir unmono��de de tra
e parti
ulier.�A la suite de Viennot [75℄, visualisons les tra
es par des empilements depi�e
es. Soit le mod�ele de Tetris (d�ef. 2.1) 
onstitu�e des 
olonnes f1; 2g, et despi�e
es a; b et 
, re
tangulaires de hauteur un, et o

upant les empla
ementsR(a) = f1g; R(b) = f2g et R(
) = f1; 2g.
a a

a

a

a

a

ab

b b b

b

b

b

b

c c c

c

a

Figure 4: De gau
he �a droite, les mots aab
b; aba
b; baa
b et la tra
e asso
i�ee.Deux mots sont �equivalents, 
'est-�a-dire 
orrespondent �a la même tra
e,si et seulement si les empilements de Tetris asso
i�es sont identiques. Onillustre 
e
i en �gure 4. La 
on
at�enation de deux tra
es 
orrespond �a lasuperposition des empilements 
orrespondants.On propose maintenant une d�e�nition formelle des mono��des de tra
e.10



Jean Mairesse Mpri 2-17�Etant donn�e un ensemble non-vide A, on rappelle que le mono��de libreA� est le mono��de 
onstitu�e de l'ensemble des mots �nis sur l'alphabet Aave
 la 
on
at�enation 
omme loi interne.D�e�nition 2.7. Soit � un ensemble �ni non-vide. Le mono��de pr�esent�epar � et R � �� � �� est le quotient du mono��de libre �� par la pluspetite 
ongruen
e 
ontenant les relations u � v; (u; v) 2 R. On le noteh � j u = v; (u; v) 2 R i+.D�e�nition 2.8. Soit � un ensemble �ni non-vide. Soit I � � � � unerelation anti-r�e
exive et sym�etrique, appel�ee relation d'ind�ependan
e ou de
ommutation. Le mono��de de tra
e M(�; I) est d�e�ni par la pr�esentation demono��de M(�; I) = h � j ab = ba; 8(a; b) 2 I i+ : (8)Les �el�ements de M(�; I) sont appel�es des tra
es. On appelle D = �� � n Ila relation de d�ependan
e.Aux deux extrêmes, on retrouve le mono��de libre �� lorsque I = ; et lemono��de 
ommutatif libre (N�;+) lorsque I = �� � n f(a; a); a 2 �g.Tout mono��de de tra
e M(�; I) peut s'in
arner en un mod�ele deTetris. L'ensemble des pi�e
es est � et l'ensemble des 
olonnes est R =ffa; bg; (a; b) 2 Dg. L'empla
ement des pi�e
es est d�e�ni par R : � ! 2R,R(a) = ffu; vg 2 R j a 2 fu; vgg. En�n, les pi�e
es sont re
tangulaires et dehauteur 1.Remarque. Le th�eor�eme 2.6 nous dit que la s�erie �� ! Nmax; w 7! h(w),est re
onnaissable. On peut être plus pr�e
is en utilisant la terminologiedes s�eries re
onnaissables sur un mono��de quel
onque, voir [66, Chap. II℄.Si t est une tra
e, on note h(t) la hauteur de l'empilement asso
i�e. Las�erie M(�; I) ! Nmax; t 7! h(t), est elle aussi re
onnaissable. C'est une
ons�equen
e de la propri�et�e suivante : (a; b) 2 I =) M(ab) =M(ba).Notes bibliographiques.Pour la distin
tion fondamentale entre rationnels et re
onnaissables dansun mono��de quel
onque, on peut se r�eferer, par exemple, �a [5, 26, 66℄. Lesmono��des de tra
e sont tr�es �etudi�es en Informatique th�eorique, voir parexemple [23, 24, 25℄. Mentionnons juste un r�esultat saillant. Langagesrationnels et re
onnaissables ne 
o��n
ident pas dans M(�; I) (sauf si I = ;).En e�et si (a; b) 2 I alors (ab)� 2 Rat(M(�; I)) mais (ab)� 62 Re
(M(�; I)).Le th�eor�eme d'O
hma�nski 
ara
t�erise les langages re
onnaissables de M(�; I)
omme les langages rationnels pour lesquels l'�etoile de Kleene n'est appliqu�eequ'�a des tra
es 
onne
t�ees (i.e. dont l'alphabet engendre un sous-graphe
onnexe de (�;D)), voir par exemple [25, Chap.6℄.Les mono��des de tra
e apparaissent �egalement en math�ematiques 
ommeparents pauvres des groupes de tra
e.11



Jean Mairesse Mpri 2-172.4 R�eseaux de PetriRevenons sur l'atelier de produ
tion de la se
tion 2.1. La �gure 5 est unerepr�esentation sous forme de r�eseau de Petri de l'atelier.
a0a1 b0 b1M0 M1 M2

Ja Jb
Figure 5: Atelier de produ
tion.Les jetons M0;M1 et M2 
orrespondent aux ma
hines. Le jeton Ji; i 2fa; bg, mat�erialise le degr�e d'avan
ement de la produ
tion d'un objet de lagamme Ji.On a repr�esent�e en �gure 6, le 
y
le de produ
tion 
orrespondant �al'ordonnan
ement w = a0b0a1b1, en indiquant �a 
haque �etape la tâ
he�el�ementaire e�e
tu�ee et sa dur�ee.

b1 j `b a0 j 1 b0 j 1a1 j `a
Figure 6: Fabri
ation d'un objet de 
haque gamme suivant a0b0a1b1.La dur�ee totale d'ex�e
ution h(w) n'est pas la somme des dur�ees�el�ementaires, 
ertaines des tâ
hes �etant e�e
tu�ees en parall�ele. En revan
he,d'apr�es 
e qui pr�e
�ede, h(w) est la hauteur de l'empilement du mod�ele deTetris 1, et se 
al
ule �a l'aide de l'automate max-plus de la �gure 2.12



Jean Mairesse Mpri 2-17D'une fa�
on g�en�erale, la dynamique de tout r�eseau de Petri 1-born�etemporis�e peut se repr�esenter �a l'aide d'un mod�ele de Tetris, et don
 d'unautomate max-plus. On propose maintenant un �enon
�e pr�e
is de 
e r�esultat.D�e�nition 2.9. Un R�eseau de Petri (RdP) est un quadruplet G =(T;P;F;M), o�u (T;P;F) est un graphe �ni orient�e biparti dont les n�udssont T t P et les ar
s F � (T � P) t (P � T), et o�u M 2 NP. Les �el�ementsde P sont les pla
es, 
eux de T les transitions, les �el�ements de NP sont lesmarquages et M est le marquage initial.Il existe une 
onvention graphique standard pour les RdP : les pla
essont repr�esent�ees par des 
er
les, les transitions par des re
tangles, et lemarquage M(p); p 2 P, est mat�erialis�e par p jetons �a l'int�erieur de la pla
ep, voir �gures 5 et 6.La parti
ularit�e d'un RdP est d'être un objet dynamique. La stru
turede graphe n'est jamais modi��ee mais le marquage �evolue suivant la r�egle detir (ou fran
hissement en version plus pa
i�que) d�e�nie 
i-dessous et illustr�eeen �gure 6.1. Une transition a est habilit�ee dans le marquage M si 
haque pla
ed'entr�ee de a 
ontient au moins un jeton;2. une transition habilit�ee a peut être tir�ee : le tir de a transforme le mar-quage M en M 0 obtenu en enlevant un jeton de 
haque pla
e d'entr�eede a et en ajoutant un jeton dans 
haque pla
e de sortie de a. On �e
ritM C a =M 0.Ave
 un RdP, on peut mod�eliser la 
on
urren
e, le 
hoix (ou 
on
it,pour les pessimistes) et la syn
hronisation, 
f. �gure 7.
Figure 7: Con
urren
e, 
hoix et syn
hronisation.Un automate 
lassique peut être vu 
omme un r�eseau de Petri sanssyn
hronisation (ou ma
hine d'�etats) ave
 un seul jeton.Langage d'un r�eseau de Petri.Un mot w = w0w1 � � �wn�1 2 T� est admissible pour M , ou 
on-stitue une suite de tirs pour M , s'il existe une suite de marquages M =13



Jean Mairesse Mpri 2-17M0;M1; : : : ;Mn = M 0 tel que Mi C wi = Mi+1. On �e
rit alors M C w =M 0. On dit �egalement que M 0 est atteignable depuis M . On poseR(M) = fM 0 2 NP j 9w 2 T�; M C w =M 0gpour l'ensemble (�eventuellement in�ni) des marquages atteignables depuisM .D�e�nition 2.10. Le graphe des marquages est le graphe orient�e d'ensemblede n�uds R(M) et d'ensemble d'ar
s fM 0 ! M 0 C t; M 0 2 R(M); t 2Tg. On le note (R(M);!). On peut �egalement le voir 
omme automatedes marquages en 
onsid�erant les ar
s �etiquet�es fM 0 t! M 0 C t; M 0 2R(M); t 2 Tg. L'�etat initial est M et tous les �etats sont terminaux. On lenote (R(M); T!).Le langage L d'un r�eseau de Petri de marquage initial M est l'ensembledes mots admissibles depuis M ,L = fw 2 T� j 9M 0 2 NP; M C w =M 0g : (9)Lorsque R(M) est �ni, L est un langage rationnel et (R(M); T!) est unautomate �ni re
onnaissant L.D�e�nition 2.11. Un r�eseau de Petri de marquage M et de langage L est� vivant si : 8u 2 L;8t 2 T;9v 2 T�; uvt 2 L;� born�e si : 9k 2 N;8u 2 L;8p 2 P; (M C u)(p) 6 k;� 1-born�e si : 8u 2 L;8p 2 P; (M C u)(p) 6 1.Un RdP est born�e si et seulement si R(M) est �ni. Un RdP born�e estvivant si et seulement si 
haque 
omposante fortement 
onnexe terminale de(R(M); T!) 
ontient toutes les �etiquettes.Remarque. On peut voir de fa�
on plus abstraite un r�eseau de Petri
omme un ensemble de ve
teurs fM; (t)t2Tg ave
M 2 NP et t 2 f�1; 0; 1gP.Le ve
teur t 
orrespond �a la transition t. On a tp = �1 si p est une pla
ed'entr�ee mais pas de sortie de t, tp = 1 si p est une pla
e de sortie mais pasd'entr�ee de t et tp = 0 sinon. Un mot w = w0w1 � � �wn�1 2 T� est admissiblesi 8i 2 f0; : : : ; n� 1g; M + iXj=0wj > (0; � � � ; 0) :On a alors M C w = M +Pn�1j=0 wj. Lorsqu'on rempla
e la 
ontraintet 2 f�1; 0; 1gP par t 2 ZP, le mod�ele est appel�e syst�eme d'addition deve
teurs, voir par exemple [62℄. 14



Jean Mairesse Mpri 2-17L'analyse 
lassique des RdP repose pour une grande part sur des te
h-niques d'alg�ebre lin�eaire et sur la matri
e N obtenue en juxtaposant lesve
teurs (t)t2T (
'est la matri
e d'in
iden
e du graphe (T;P;F)).Langage de tra
e d'un r�eseau de Petri.Le langage L n'est pas tr�es adapt�e �a la des
ription des ex�e
utions d'unRdP.
a b cb ca

Figure 8: Ex�e
ution s�equentielle et tra
e d'ex�e
ution.Consid�erons en e�et le RdP de la �gure 8 (gau
he) et l'ex�e
ution 
on-sistant �a fran
hir de fa�
on 
on
urrente les transitions a, b et 
. Il y asix mots dans L qui 
orrespondent �a 
ette unique ex�e
ution, ou plutôt �asix s�equentialisations possibles de l'ex�e
ution. (On parle d'une s�emantiqued'entrela
ement.)Pour rem�edier �a 
et in
onv�enient, une id�ee naturelle 
onsiste �arepr�esenter les ex�e
utions par des tra
es plutôt que par des mots.Pour 
e faire, on se restreint aux r�eseaux de Petri 1-born�es (pour unedis
ussion du 
as g�en�eral, on se r�ef�erera �a Diekert [23℄). On dit que deuxtransitions sont ind�ependantes si elles ne partagent au
une pla
e ni en entr�eeni en sortie. Formellement, on d�e�nitI = f(a; b) 2 T� T j (�a [ a�) \ (�b [ b�) = ;go�u �x = fy j (y; x) 2 Fg et x� = fy j (x; y) 2 Fg. Soit M(T; I) le mono��dede tra
e (d�ef. 2.8) 
orrespondant. On repr�esente les ex�e
utions par destra
es de M(T; I). Ce faisant, on identi�e deux mots de L s'ils ne di��erentque par l'ordre de s�equentialisation des fran
hissements 
on
urrents. Soit� : T� ! M(T; I) le morphisme 
anonique. On appelle �(L) le langage detra
e du RdP.Le langage �(L) est �evidemment un rationnel de M(�; I), mais on peutaussi montrer que 
'est un re
onnaissable. (Cf. les Notes bibliographiquesde la se
tion 2.3.)On peut visualiser M(T; I) �a l'aide d'un mod�ele de Tetris d'ensemble de
olonnes P, la pi�e
e a o

upant les empla
ements (�a [ a�), 
f. la �gure 8(droite). 15



Jean Mairesse Mpri 2-17R�eseau de Petri temporis�e.La dynamique d'�evolution du marquage dans un r�eseau de Petri est denature \logique". Pour introduire une dimension temporelle, il faut enri
hirle mod�ele.Un r�eseau de Petri temporis�e est un RdP ave
 un temps de tir 
onstant�(a) 2 R+ asso
i�e �a 
haque transition a, et un temps de laten
e (ou de s�ejour)�(p) 2 R+ asso
i�e �a 
haque pla
e p. Le tir des transitions se fait suivantla s�emantique suivante. Supposons que la transition a devient habilit�ee �al'instant t. La transition peut alors être mise �a feu, auquel 
as le tir a lieuen trois �etapes :1. �a l'instant t, un jeton est retir�e de 
haque pla
e d'entr�ee;2. �a l'instant t+ �(a), un jeton est ajout�e dans 
haque pla
e de sortie;3. �a l'instant t+�(a)+�(p), le jeton ajout�e en pla
e p est prêt �a parti
iper�a l'habilitation d'autres transitions.Ainsi, si le tir d'une transition est d�e
id�e, 
elui-
i a lieu \au plus tôt".On notera aussi que les d�e
isions prises sur les transitions �a fran
hir neprennent pas en 
ompte le temps, tous les 
hoix logiquement admissiblessont possibles (par opposition aux s�emantiques de 
omp�etition, �egalement
lassiques pour les RdP temporis�es).On suppose que l'�evolution temporelle du RdP d�ebute �a l'instant 0 dansle marquage initial. �Etant donn�e un mot admissible w 2 L, tel que M Cw = M 0, on note h(w) la dur�ee d'ex�e
ution de w, 
'est-�a-dire le premierinstant auquel toutes les transitions de w ont �ni leur tir, et tous les jetonsde M 0 ont �ni leur temps de laten
e.On peut maintenant �enon
er le r�esultat prin
ipal. L'id�ee est la suivante :on part de la repr�esentation par des pi�e
es de Tetris de hauteur 1, et on 
odele temps par une d�eformation des pi�e
es, voir �g. 9 (les temps de tir et delaten
e sont indiqu�es entre parenth�eses).
p2

p3

p4

p1

p1 p2 p3 p4

(1)

(0)

(1)

Figure 9: Pi�e
e d�eform�ee.Th�eor�eme 2.12. Soit (T;P;F;M) un r�eseau de Petri 1-born�e de langageL et temporis�e par � : T t P ! R+. On 
onsid�ere le mod�ele de Tetris16



Jean Mairesse Mpri 2-17(T;P; R; l; u) ave
 R(a) =� a [ a�, 8p 2 R(a); l(a)p = 0 etu(a)p = (�(a) + �(p) si p 2 a�0 si p 2 (�a n a�)Soit M : T� ! RP�Pmax le morphisme max-plus asso
i�e �a 
e mod�ele de Tetris.Si w 2 L, la dur�ee d'ex�e
ution est donn�ee par h(w) = oM(w) o.Lorsque w 62 L, l'empilement w n'a pas d'interpr�etation pour le r�eseaude Petri.Il est en g�en�eral possible d'asso
ier �a un RdP temporis�e un mod�ele deTetris ave
 un ensemble de 
olonnes stri
tement plus petit que P, par exem-ple ave
 une 
olonne par 
omposante ma
hine d'�etats dans un re
ouvrementdu RdP par ma
hines d'�etats.Lorsqu'on applique 
e programme au RdP de la �gure 5 (les temps detirs �etant �(a0) = 1; �(a1) = `a; �(b0) = 1; �(b1) = `b, et les temps de s�ejours�etant tous nuls), on obtient pr�e
is�ement le mod�ele de Tetris de la �gure 1(gau
he), et don
, apr�es simpli�
ations, l'automate max-plus de la �gure 2.On peut r�esumer 
e qui pr�e
�ede 
omme suit. Le RdP temporis�e estanalys�e �a travers deux objets :� le langage rationnel L pour l'aspe
t logique;� le mod�ele de Tetris pour l'aspe
t temporis�e.Il est possible de synth�etiser 
es deux objets en un seul. Commen�
ons parune d�e�nition.D�e�nition 2.13. Dans un semi-anneau K, le produit tensoriel d'une ma-tri
e A de dimension r � s et d'une matri
e A0 de dimension r0 � s0 est lamatri
e A
tA0 de dimension rr0�ss0 d�e�nie par (A
tA0)(i;i0)(j;j0) = AijA0i0j0.Le produit tensoriel des K-automates A = (�; �; �) et A0 = (�0; �0; �0) estle K-automate A 
t A0 = (� 
t �0; � 
t �0; � 
t �0). Soit S(A); S(A0) etS(A
tA0) les s�eries re
onnues par A, A0 et A
tA0. On a hS(A
tA0); wi =hS(A
t A0); wihS(A 
t A0); wi (produit dans K).Le langage L est rationnel, don
, 
f. x2.2, il existe un automate max-plus(�; �; �) tel que ��(w)� = (0 si w 2 L�1 sinon :La s�erie dur�ee d'ex�e
ution h : T� ! Rmax (ave
 la 
onvention h(w) = �1 siw 62 L) v�eri�e h(w) = ���(w)�� 
 �oM(w)o�. Elle est don
 re
onnue parl'automate max-plus (�
t o; �
tM; � 
t o) :17



Jean Mairesse Mpri 2-17Notes bibliographiques.Les r�eseaux de Petri ont �et�e introduits par Carl Adam Petri dans lesann�ees 1960 pour mod�eliser les syst�emes 
on
urrents. Pour plus de d�etailssur la th�eorie 
lassique des RdP non-temporis�es, on peut 
onsulter Mu-rata [59℄ et Desel & Esparza [21℄. Il existe de nombreux mod�eles d'extensionstemporis�ees des RdP, voir par exemple Ajmone-Marsan & al [1℄ et Haas [40℄.Des mod�eles di��erents de 
elui pr�esent�e 
i-dessus seront 
onsid�er�es en x2.6.L'id�ee d'utiliser les langages de tra
e pour repr�esenter les ex�e
utions desr�eseaux de Petri est due �a �a Mazurkiewi
z [55, 56℄. Le th�eor�eme 2.12 estmontr�e dans Gaubert & M. [32℄.Mentionnons au passage un dernier aspe
t. L'automate des marquagesd'un RdP 1-born�e peut être vu 
omme un 
as parti
ulier tr�es sp�e
i�qued'automate asyn
hrone. Ces derniers 
onstituent la \bonne" notion de ma-
hine �nie dans les mono��des de tra
e. Le th�eor�eme de Zielonka �etabliten e�et l'�equivalen
e entre langages re
onnaissables de M(�; I) et langagesre
onnus par automate asyn
hrone, voir par exemple [25, Chap. 8℄.2.5 Mise en perspe
tiveOn vient d'�etablir une 
orrespondan
e entre r�eseaux de Petri, mod�eles deTetris et automates max-plus. Au del�a de l'aspe
t ludique, on peut se de-mander quelle est l'utilit�e r�eelle de 
ette 
orrespondan
e.La premi�ere r�eponse est p�edagogique : la 
orrespondan
e permetd'enseigner de fa�
on uni��ee plusieurs formalismes standards de l'�etude dessyst�emes �a �ev�enements dis
rets.Mais, la 
orrespondan
e peut aussi servir d'aide �a l'analyse ou �a la si-mulation. La mod�elisation par produits de matri
es max-plus nous a ainsipermis d'abstraire et simpli�er plusieurs preuves sur le 
omportement desr�eseaux de Petri temporis�es dans [8℄. Quant �a la repr�esentation �a la Tetris,elle fournit par exemple l'intuition visuelle qui sous-tend les m�ethodes bije
-tives utilis�ees pour �enum�erer les tra
es [75℄. En�n, 
ette dimension visuellefait des mod�eles de Tetris une ex
ellente sour
e d'exemples et de 
ontre-exemples, que nous avons exploit�ee dans [45℄.Dernier �el�ement de r�eponse, les automates max-plus fournissent le bon
adre th�eorique pour formuler et r�esoudre 
ertains probl�emes d'analyseasymptotique et d'optimisation de syst�emes �a �ev�enements dis
rets.2.6 Graphes d'�ev�enementsRevenons en
ore une fois sur l'atelier de produ
tion des �gures 1, 2et 5. Cette fois-
i, on �xe l'ordre w = a0a1b0b1, et on s'int�eresse �al'ordonnan
ement 
y
lique www � � � . On peut repr�esenter le fon
tionnementde l'atelier sous la forme du RdP de la �g. 10.18
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a0a1 b0 b1

M0 M2

Ja Jb
M1

Figure 10: L'atelier ave
 un ordonnan
ement 
y
lique.Par rapport au RdP de la �g. 5, la pla
e de 
hoix a disparu, elle a �et�erempla
�ee par un 
ir
uit 
odant en dur l'ordre impos�e pour le traitementdes tâ
hes. On a (th. 2.12),h(wn) = o M(w)n o; M(w) = 0� ha 2 1 + hbha 2 1 + hb�1 1 hb 1A :La dynamique est don
 enti�erement d�etermin�ee par un automate max-plus �a une lettre, 
'est-�a-dire par les puissan
es d'une matri
e max-plus.Ce prin
ipe est valide pour la 
lasse g�en�erale des graphes d'�ev�enementstemporis�es vivants, sans 
ontrainte de bornitude, ave
 une mod�elisationl�eg�erement di��erente. Pr�e
isons le r�esultat.D�e�nition 2.14. Un graphe d'�ev�enements (GE) est un r�eseau de Petri(T;P;F;M) tel que pour toute pla
e p, on ait j�pj = jp�j = 1.Un GE est vivant si et seulement si 
haque 
ir
uit 
ontient au moins unjeton. Par ailleurs, la propri�et�e suivante est vraie pour un GE vivant delangage L (on reprend les notations de syst�eme d'addition de ve
teurs dex2.4) : pour M 2 NP;M 0 2 NP; (kt)t2T 2 NT,�M +Xt2T ktt =M 0� =) �9w 2 L;8t 2 T; jwjt = kt; M C w =M 0� :En�n, la 
ontrainte \8p; j�pj = jp�j = 1", entrâ�ne dire
tement que M +Pt2T t =M . Con
lusion et point 
ru
ial pour la mod�elisation �a venir, pourun GE vivant, on a9w 2 L; 8t 2 T; jwjt = 1; M C w =M : (10)Consid�erons maintenant un GE vivant ave
 temporisations � : T t P!R+, �evoluant suivant la s�emantique d�e�nie en x2.4.19



Jean Mairesse Mpri 2-17L'id�ee est de regarder le GE apr�es l'ex�e
ution de wn; n 2 N, 
'est-�a-direapr�es n tirs de 
haque transition. Ce faisant, 
omme M C w = M , on voittoujours le GE sous le marquage initial M . Cette simple observation re
�eleune subtilit�e. Les instants de n-i�eme tirs des transitions n'ont pas de raisonsd'être �egaux. C'est don
 un RdP ave
 des horloges lo
ales non-syn
hronis�eesqui \est" dans l'�etat M . Si on �lme l'�evolution du RdP en temps r�eel, il sepeut que l'on ne voit jamais r�eapparâ�tre le marquage M .Soit x(n) = (x(n)t)t2T le ve
teur des instants de �n de n-i�eme tir destransitions. On ax(n)t = maxp2�t �x(n�M(p))�p + �(p)�+ �(t) : (11)Par exemple, si on se 
on
entre sur la transition b0 du GE de la �g. 10,on obtient : x(n)b0 = max[x(n)a1 ; x(n� 1)b1 ℄ + 1.Les �equations (11) ne font intervenir que les op�erations max et +. Onpeut don
 r�e�e
rire (11) sous forme matri
ielle dans le semi-anneau max-plus,voir d�ef. 2.3. Ci-dessous, le produit matri
iel s'interpr�ete dans Rmax et _est le maximum 
oordonn�ee par 
oordonn�ee. On a :x(n) = A0x(n) _A1x(n� 1) _ � � � _Amx(n�m) ; (12)o�u m = maxpM(p). Pr�e
is�ement, on a Au 2 RT�Tmax et(Au)ij = (maxpjj!p!i;M(p)=u �(p) + �(i) si fp j j ! p! i;M(p) = ug 6= ;�1 sinon :L'�equation (12) est impli
ite ave
 x(n) des deux 
ôt�es de l'�egalit�e. Posonsy = A1x(n�1)_� � �_Amx(n�m). On obtient en rempla�
ant su

essivementx(n) par A0x(n) _ y dans le membre droit de l'�egalit�e :x(n) = A20x(n) _A0y _ y; x(n) = Ak+10 x(n) _Ak0y _ � � � _A0y _ y : (13)En jonglant ave
 l'interpr�etation 
ombinatoire du produit matri
iel, onobtient : \GE vivant" =) \tous les 
ir
uits sont marqu�es" =) \le graphede A0 est a
y
lique" =) \AjTj0 = (�1)i;j".Posons A�0 = maxi2N Ai0 = jTj�1maxi=0 Ai0(
'est l'�etoile de Kleene de A0 dans RT�Tmax ). On d�eduit de (13), l'�equationx(n) = A�0A1x(n� 1) _ � � � _A�0Amx(n�m) : (14)On a don
 obtenu une repr�esentation sous la forme d'une r�e
urren
eauto-r�egressive max-plus lin�eaire. 20



Jean Mairesse Mpri 2-17On peut transformer 
ette r�e
urren
e en une r�e
urren
e d'ordre 1 �al'aide de manipulations standards. D�e�nissons le ve
teur 
olonne X(n) =(x(n); x(n�1); x(n�m+1)). Il existe une matri
e max-plus A de dimension(T� f1; : : : ;mg)� (T� f1; : : : ;mg) telle queX(n) = A X(n� 1) : (15)Pour a
hever la d�etermination de (15), il faut �xer les 
onditions initiales.De nombreux 
hoix sont possibles. Le plus simple 
onsiste �a supposer qu'�al'instant 0, tous les jetons sont simultan�ement dispos�es dans le GE, tempsde laten
e non-e�e
tu�es. Ce
i revient �a poser X(�1) = o.Il existe une autre appro
he pour obtenir une �equation de type (15).Il s'agit de transformer le GE initial en un GE \�equivalent" ave
 au plusun jeton par pla
e. Pour 
e dernier GE, les �etapes (11)-(14) fournissentdire
tement une �equation de type (15).
Figure 11: Transformation de GE.Le type de tranformations en jeu est illustr�e en �g. 11, voir Gaujal &Jean-Marie & M. [33, 34℄ pour plus de d�etails et pour le parall�ele ave
 le\retiming" de 
ir
uit �a la Leiserson & Saxe [48℄.On peut r�esumer 
e qui pr�e
�ede par l'�enon
�e suivant.Th�eor�eme 2.15. Consid�erons un graphe d'�ev�enements vivant temporis�e.Les instants de tirs su

essifs d'une transition donn�ee sont re
onnus par unautomate max-plus �a une lettre. Ce dernier peut être 
hoisi ave
 un espa
ed'�etats de 
ardinal jTj+Pt2Tmaxp2t��M(p)� 1�+.On peut proposer une extension du mod�ele ave
 des temporisations quivarient au 
ours du temps. Le point essentiel, pour pouvoir 
ontinuer �amod�eliser la dynamique par une �equation de r�e
urren
e max-plus, est des'assurer qu'il n'y a pas de d�epassements entre jetons. Pour 
e faire, on
onsid�ere un GE vivant (T;P;F;M) ave
 :� Des temps de s�ejour 
onstants : � : P! R+;� Si la transition a appartient �a un 
ir
uit 
ontenant un seul jeton, alorsa poss�ede des temps de tir variables : �(a) = (�(a)n)n2N; �(a)n 2 R+.Sinon, a poss�ede des temps de tir 
onstants : �(a) 2 R+.21



Jean Mairesse Mpri 2-17Sous 
es restri
tions, on peut suivre le même programme que pr�e
�edemment.On aboutit �a la pla
e de (15) �a une r�e
urren
e max-plus du typeX(n) = A(n� 1) X(n� 1) : (16)Il est parti
uli�erement int�eressant de regarder une variante al�eatoire. Pourles transitions appartenant �a un 
ir
uit �a un seul jeton, �(a) = (�(a)n)n2Nest une suite de v.a. On aboutit alors �a la r�e
urren
e (16) o�u (A(n))n estune suite al�eatoire de matri
es max-plus.Revenons �a un GE vivant ave
 temporisations 
onstantes. Lorsque lestemporisations sont �a valeurs enti�eres, il existe une mise en �equation dualequi utilise les 
ompteurs (
ombien de tirs de la transition ont eu lieu jusqu'�ala date n) au lieu des dateurs (�a quelle date a eu lieu le n-i�eme tir de latransition). On aboutit �a une �equation de type (15) mais dans le semi-anneau min-plus. On peut �egalement 
onsid�erer �a la fois les dateurs et les
ompteurs �a travers une mod�elisation dans un semi-anneau ad�equat baptis�edu beau nom de Maxin [[
; Æ℄℄.R�ef�eren
es bibliographiques.Les r�e
urren
es max-plus du type (15) ont �et�e �etudi�ees depuis les ann�ees50, initialement 
omme mod�eles des probl�emes de plus long 
hemin [19, 36℄.Leur rôle 
l�e dans la mod�elisation des syst�emes ave
 syn
hronisation a �et�emis en lumi�ere par le groupe max-plus de l'INRIA Ro
quen
ourt [16℄. Il ex-iste des ouvrages de synth�ese sur 
ette appro
he : [3, 42℄. La mod�elisationpar 
ompteurs et dateurs est trait�ee en d�etail dans [3, Chap. 5℄. Lesr�e
urren
es max-plus apparaissent �egalement dans d'autres 
ontextes : parex. le mod�ele de Frenkel-Kontorova pour les 
hâ�nes d'atomes dans unestru
ture 
ristalline [37℄, ou en
ore l'�etude des solutions de vis
osit�e de 
er-taines �equations aux d�eriv�ees partielles non-lin�eaires [54℄.2.7 Appli
ations topi
alesOn 
onsid�ere un jeu �a deux joueurs, A et B, d�e�ni 
omme suit. Le plateau dejeu est un graphe �ni orient�e, biparti et valu�e d'ensemble de n�uds (
ases)AtB, d'ensemble d'ar
s E � (A�B)t (B�A) et de valuation 
 : E ! R.Un jeton est dispos�e initialement sur une des 
ases de type A du plateau.L'un apr�es l'autre, les joueurs d�epla
ent le jeton en suivant un ar
. Le joueurA (resp. B) joue lorsque le jeton est sur une 
ase de type A (resp. B).D�epla
er le jeton suivant l'ar
 e rapporte un gain 
(e) au joueur A, et ungain �
(e) au joueur B (on parle d'un jeu �a \somme nulle"). Un tour de jeuest 
onstitu�e par un mouvement de A suivi par un mouvement de B.Posons v(n) = (v(n)i)i 2 RA o�u v(n)i est le gain du joueurA si la positioninitiale du jeton est i, et si les deux joueurs jouent de fa�
on optimale unepartie �a n tours. 22



Jean Mairesse Mpri 2-17Le prin
ipe de Bellman (ou prin
ipe de la programmation dynamique),dont l'intuition est 
laire, nous dit que l'�equation suivante est v�eri��ee,v(n)i = maxj2B;(i;j)2E h
(i; j) + mink2A;(j;k)2E �
(j; k) + v(n� 1)k�i : (17)D�e�nissons la matri
e CA 2 RA�Bmax par (CA)ij = 
(i; j) si (i; j) 2 (A�B)\Eet (CA)ij = �1 sinon. D�e�nissons de même la matri
e CB 2 RB�Amin par(CB)ij = 
(i; j) si (i; j) 2 (B �A) \E et (CB)ij = +1 sinon.En notant le produit matri
iel max-plus par 
 et le produit matri
ielmin-plus par �, on obtient une �e
riture 
ondens�ee pour (17),v(n) = CA 
 �CB � v(n� 1)� :�E
rivons l'�equation pr�e
�edente sous la forme v(n) = '(v(n�1)). On obtientv(n) = 'n(o), o�u o = (0; : : : ; 0).Remarque. On peut suivre la même d�emar
he pour un jeu �a unseul joueur. Le ve
teur de gain optimal satisfait alors une �equation der�e
urren
e max-plus : v(n) = CA 
 v(n � 1). Ce
i fournit une motiva-tion 
ompl�ementaire de 
elle de la se
tion 2.6 pour �etudier les appli
ationsmax-plus.On dit que ' est une appli
ation min-max-plus. Les appli
ations min-max-plus 
onstituent une 
lasse importante d'appli
ations topi
ales. Avantde d�e�nir formellement 
es derni�eres, on propose une se
onde mani�ere demotiver leur introdu
tion.Imaginons un SED 
omme une bô�te noire �a travers laquelle transitentdes objets ou 
lients ou signaux. On observe uniquement les dates d'entr�eeet de sortie du syst�eme des objets-
lients-signaux. Il est naturel dans 
e
ontexte de faire les deux hypoth�eses suivantes :� si on retarde les dates d'entr�ee, alors les dates de sortie sont �egalementretard�ees;� si on retarde les dates d'entr�ee d'une même dur�ee d, alors les dates desortie sont �egalement retard�ees de d.Une appli
ation topi
ale est un mod�ele simple permettant de 
apturer
es deux prin
ipes.D�e�nition 2.16. Une appli
ation T : Rn ! Rm est topi
ale si elle est
roissante pour l'ordre produit (x > y si 8i; xi > yi),8x;y 2 Rn; x > y =) T (x) > T (y) ;23



Jean Mairesse Mpri 2-17et \additivement homog�ene",8x 2 Rn; 8� 2 R; T (x+ (�; : : : ; �)) = T (x) + (�; : : : ; �) :On note Top(Rn;Rm) l'ensemble des appli
ations topi
ales de Rn dans Rm.Une forme topi
ale est une appli
ation de Top(Rn;R).D�e�nissons le plan
her et le plafond de deux ve
teurs x; y de Rn parbx; y
 = mini(yi � xi) et dx; ye = maxi(yi � xi). Une appli
ation topi
alerel�eve les plan
hers et abaisse les plafonds [39℄ :T 2 Top(Rn;Rm) () 8x;y 2 Rn; bT (x); T (y)
 > bx;y
() 8x;y 2 Rn; dT (x); T (y)e 6 dx;ye : (18)En traduisant \plafond" par \top", on obtient une justi�
ation (
onvain-
ante ?) du terme topi
al. On d�eduit de (18) qu'une appli
ation topi
aleest 1-lips
hitz par rapport �a la norme sup,T 2 Top(Rn;Rm) =) 8x;y 2 Rn; kT (y) � T (x)k 6 ky � xk ; (19)o�u kuk = maxi juij.D�e�nition 2.17. Soit 1 = (1; : : : ; 1) 2 Rk et soit Rk=R1 l'espa
e proje
tifadditif obtenu en identi�ant x et y si 9� 2 R; (x1; : : : ; xk) = (�+y1; : : : ; �+yk). L'appli
ation de passage au quotient est not�ee � : Rk ! Rk=R1. Uneappli
ation topi
ale T 2 Top(Rk;Rk) induit une appli
ation quotient not�eeeT : Rk=R1! Rk=R1.Bestiaire. Proposons un petit bestiaire d'appli
ations topi
ales. Si x 7!T (x) = (T1(x); : : : ; Tm(x)) est une appli
ation topi
ale, alors� x 7! T (x) + (�1; : : : ; �m), �i 2 R, est une appli
ation topi
ale;� x 7! T (kx)=k, k 2 R n f0g, est une appli
ation topi
ale;� x 7! Ti(x) est une forme topi
ale, pour tout i.D'autre part, si x 7! Ti(x) est une forme topi
ale pour tout i, alorsx 7! T (x) = (T1(x); : : : ; Tm(x)) est une appli
ation topi
ale. Il suÆt don
de d�e
rire des formes topi
ales. Les appli
ations suivantes de Rn dans R sonttopi
ales :� Coordonn�ee : x 7! xi;� Bary
entre : x 7!Pi aixi; 8i; ai > 0; Pi ai = 1;� Max-plus : x 7! maxi(ai + xi); 8i; ai 2 R [ f�1g; 9i; ai 6= �1;24



Jean Mairesse Mpri 2-17� Min-plus : x 7! mini(ai + xi); 8i; ai 2 R [ f+1g; 9i; ai 6= +1;� Conjugu�e-lin�eaire: x 7! log�Pi ai exp(sxi)�=s; 8i; ai 2 R+; 9i; ai 6= 0.Notons Maxp(Rn;Rm), resp. Minp(Rn;Rm), l'ensemble des appli
a-tions max-plus, resp. min-plus, de Rn dans Rm. Notons a_ b = max(a; b) eta ^ b = min(a; b).Lemme 2.18. Une appli
ation T 2 Top(Rn;Rm) est max-plus, resp. min-plus, si et seulement si8x;y 2 Rn; T (x_y) = T (x)_T (y); resp: T (x^y) = T (x)^T (y) :Derni�ere 
lasse importante de formes topi
ales :� Min-max-plus :x 7! T1(x) ^ � � � ^ Tk(x); 8i; Ti 2 Maxp(Rn;R) (forme 
onjon
tive);oux 7! T1(x) _ � � � _ Tk(x); 8i; Ti 2Minp(Rn;R) (forme disjon
tive).En �g. 12, on a repr�esent�e le graphe de l'appli
ation min-max-plusT : R2 ! R d�e�nie parT (x; y) = �x _ y� ^ �(x� 1) _ (y + 1)� ^ �(x� 2) _ (y + 2)�^�(x� 3) _ (y + 3)� ^ �(x� 5) _ (y + 5)� ^ �(x+ 5) _ y� :Le graphe est invariant par translation le long de (1; 1; 1), 
e qui 
or-respond �a l'homog�en�e��t�e additive. Par ailleurs, l'appli
ation est aÆne parmor
eaux ave
 un nombre �ni de mor
eaux. C'est le 
as pour toute appli-
ation min-max-plus.Les appli
ations 
onjugu�ees-lin�eaires permettent d'�etablir une passerelleentre appli
ations lin�eaires sur le 
ône positif et appli
ations max-plus.Soit A une matri
e de Rn�mmax , ave
 Ai;� 6= (�1; : : : ;�1) pour tout i.Notons mp(A) l'appli
ation max-plus asso
i�ee d�e�nie parmp(A) : Rn ! Rm; x 7! y; yi = maxj (Aij + xj) : (20)Soit A une matri
e de Rn�m+ , ave
 Ai;� 6= (0; : : : ; 0) pour tout i. Pours 2 R+ n f0g, on note 
l(A; s) l'appli
ation 
onjugu�ee-lin�eaire d�e�nie par
l(A; s) : Rn ! Rm; x 7! y; exp(sy) = A exp(sx) ; (21)
'est-�a-dire yi = 1=s log�Pj Aij exp(sxj))� pour tout i.25
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XFigure 12: Le graphe de l'appli
ation min-max-plus T .Lemme 2.19. Soit A une matri
e de Rn�mmax , ave
 Ai;� 6= (�1; : : : ;�1)pour tout i. Lorsque s!1, les appli
ations 
l((exp(sAij))ij ; s) 
onvergentuniform�ement vers mp(A).Dans l'�enon
�e qui pr�e
�ede, on adopte la 
onvention exp(�1) = 0. Lelemme se d�emontre sans diÆ
ult�es.D�e�nition 2.20. Un syst�eme it�er�e de fon
tions (SIF) topi
al est une 
ol-le
tion d'appli
ations (Ti)i2I , I �ni, Ti 2 Top(Rk;Rk).On utilisera la notation suivante : pour w = w0 � � �wn�1 2 I� et x 2 Rk,x C w = Twn�1 Æ � � � Æ Tw0(x) : (22)Soit T = (Ti)i2I , Ti 2Maxp(Rk;Rk) un SIF max-plus et soit un ve
teurinitial x 2 Rk. On peut naturellement asso
ier �a 
e SIF l'automate max-plus(x;T;o), o�u T(i) est la matri
e max-plus asso
i�ee �a Ti et o�u T : I� ! Rk�kmaxest le morphisme d�e�ni par les T(i); i 2 I. Soit �+ : Rk ! R la forme topi
aled�e�nie par �+(x1; : : : ; xk) = x1 _ � � � _ xk. On a x
 T(w)
 o = �+(x C w)pour tout w.Dans la suite, on se pla
era soit dans le 
adre des SIF max-plus, soitdans 
elui des automates max-plus, suivant le 
ontexte.Causalit�e et retardateurs. 26



Jean Mairesse Mpri 2-17Mentionnons pour terminer deux d�eveloppements importants de la no-tion de topi
alit�e introduits par Bous
h [9, 10℄.Le premier d�eveloppement est une restri
tion. Une appli
ation topi
aleT : Rn ! Rm est dite 
ausale si elle v�eri�e, 8x;y 2 Rn; 8� 2 R;x^ (�; : : : ; �) = y ^ (�; : : : ; �) =) T (x) ^ (�; : : : ; �) = T (y) ^ (�; : : : ; �) :Cette hypoth�ese est naturelle dans le 
ontexte de la mod�elisation des SED.Elle signi�e intuitivement qu'un �ev�enement ayant lieu �a la date � ne peutin
uen
er que les �ev�enements post�erieurs �a �.Les appli
ations topi
ales 
ausales ont un bon 
omportement dy-namique [10℄, 
ontrairement aux appli
ations topi
ales g�en�erales (
f. le
ontre-exemple de Kohlberg & Sparrow en x3.1). En parti
ulier elles ap-partiennent �a la 
lasse \uniform�ement topi
ale" qui sera d�e�nie en x3.1.Le se
ond d�eveloppement est une extension de la notion de topi
alit�edans un 
adre al�eatoire. Soit (
;F; �) un espa
e de probabilit�e. On supposel'existen
e d'une a
tion R � 
 ! 
; (t; !) 7! t + ! pr�eservant la mesure(�(t+ A) = �(A)). Un retardateur est alors une appli
ation u : 
� R! Rmesurable, 
roissante en x �a ! �x�e et v�eri�ant8t; x 2 R; 8! 2 
; u(t+ !; t+ x) = t+ u(!; x) : (23)Un retardateur permet de mod�eliser des m�e
anismes de retard du type de
eux induits par le m�etro, ou les feux rouges. Les retardateurs ont de bonnespropri�et�es dynamiques [9℄. Une perspe
tive serait de d�evelopper une th�eoriedes graphes d'�ev�enements retard�es (ou r�eseaux ave
 syn
hronisations et feuxrouges). Une autre perspe
tive serait d'�etudier les retardateurs en dimensionsup�erieure, soit u : 
 � Rm ! Rn, mesurable, 
roissante en x �a ! �x�e etv�eri�ant8t 2 R; 8x 2 Rn; 8! 2 
; u(t+ !; (t; : : : ; t) + x) = (t; : : : ; t) + u(!;x) :Bous
h propose d'appeler u une appli
ation h�eli
ale. Lorsqu'on sp�e
ialise lemod�ele en supposant que 
 est r�eduit �a un point, on retombe sur la notiond'appli
ation topi
ale.Notes bibliographiques.Les appli
ations topi
ales ont �et�e introduites par Crandall & Tartar [18℄.On peut attribuer �a Gunawardena & Keane [39, 38℄ l'id�ee d'�etudier les pro-pri�et�es dynamiques 
ommunes �a 
es appli
ations, la mise en avant du lienave
 les SED, ainsi que le terme \topi
al". �A la suite de Nussbaum [60℄,un 
ertain nombre d'auteurs ont �etudi�e les valeurs pouvant être prises parles p�eriodes p des orbites p�eriodiques des appli
ations topi
ales, ou plusg�en�eralement des appli
ations 1-lips
hitz pour la norme sup. Lemmens &S
heutzow [49℄ ont ainsi montr�e que p 6� nbn=2
� pour une appli
ation topi
alede Rn dans Rn (la borne est atteinte).27



Jean Mairesse Mpri 2-172.8 Files d'attente MarkoviennesSoit un gui
het dispensant un servi
e �a des 
lients. Ceux-
i sont servis unpar un, dans l'ordre de leur arriv�ee, et prennent pla
e, tant que le gui
hetest o

up�e, dans une salle d'attente (ou bu�er) de 
apa
it�e in�nie. La de-s
ription traje
torielle du mod�ele est la suivante. Soit An (2 R) l'instantd'arriv�ee du n-i�eme 
lient, soit Dn (2 R) son instant de d�epart, et soit sn(2 R+) la dur�ee du servi
e requis au gui
het. On suppose que An+1 > Anpour tout n (les 
lients sont num�erot�es suivant leur ordre d'arriv�ee). On a :Dn = max�An;Dn�1�+ sn : (24)L'interpr�etation de (24) est la suivante : pour que le 
lient n 
ommen
eson servi
e, il faut d'une part qu'il soit arriv�e et d'autre part que le
lient pr�e
�edent ait a
hev�e son servi
e. Ce que l'on vient de d�e
rire estle m�e
anisme d'�evolution de la �le d'attente simple. Sa repr�esentationgraphique standard est donn�ee en �gure 13 (gau
he).
(sn)n(an)n(An)n (Dn)n(sn)nFigure 13: La �le simple sous forme standard (gau
he) et sous forme de GE(droite).On peut 
onne
ter la �le d'attente simple aux mod�eles introduitspr�e
�edemment.Posons an = An+1 � An, la dur�ee d'inter-arriv�ee. L'�equation (24) peutse r�e�e
rire 
omme suit :�An+1Dn+1� = � an �1an + sn sn �
�AnDn� : (25)On obtient une �equation de r�e
urren
e max-plus du type (16). On avu en x2.6 que 
e type de r�e
urren
e d�e
rivait la dynamique des graphesd'�ev�enements (GE) ave
 temporisations variables. De fait, on peut mod�eliserla �le simple sous forme de GE, 
f. la �gure 13 (droite). La pla
e du 
entredans le GE 
orrespond �a la salle d'attente de la �le. La 
ondition initiale
onsid�er�ee i
i 
orrespond �a la �le vide.Une repr�esentation �a la Tetris est �egalement possible, mais le m�e
anismed'empilement est non-standard, 
f. �gure 14 (sur la �gure, 
haque pi�e
e est�etiquet�e par sa hauteur). 28
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sn�1
sn+1sn+2

an+1an snan+2
Figure 14: Empilement \�a la Tetris" asso
i�e �a la �le simple.Files d'attente en tandem.Supposons maintenant que l'on dispose de K �les simples num�erot�eesde 1 �a K. Les arriv�ees de 
lients provenant de l'ext�erieur ont lieu en �le1, puis les 
lients par
ourent les �les 1 �a K dans l'ordre avant de quitter lesyst�eme. On suppose que les temps de 
ommuni
ation sont nuls, 
'est �a direque l'instant de d�epart d'un 
lient de la �le i est �egal �a son instant d'arriv�ee�a la �le i+ 1.Soit An;k l'instant d'arriv�ee du 
lient n �a la �le k, et soit sn;k la demandede servi
e du 
lient n �a la �le k. On a, pour k > 2 :An;k = max�An�1;k; An;k�1�+ sn;k : (26)En
ore une fois, on peut r�e�e
rire (26) sous forme d'une r�e
urren
e max-plus.D'autre part, on obtient un GE repr�esentant le mod�ele en mettant en s�eriedes GE du type de 
elui de la �gure 13 (ave
 K + 1 transitions : une pourles entr�ees et une pour 
haque �le d'attente).Les �les en tandem 
orrespondent �a la fa�
on la plus simple de mettredes �les d'attente en r�eseau. On d�e�nit 
i-dessous un 
adre beau
oup plusvaste dans le 
ontexte des r�eseaux al�eatoires.File d'attente Markovienne.La �le simple devient vraiment int�eressante lorsqu'on ajoute des hy-poth�eses al�eatoires au mod�ele. Pour � 2 R�+, notons Exp(�) la loi exponen-tielle de param�etre �. Rappelons que l'on a X � Exp(�) si 8t 2 R+; PfX >tg = exp(��t).On fait les hypoth�eses suivantes. 29



Jean Mairesse Mpri 2-17� Les inter-arriv�ees (an)n sont des v.a. i.i.d. de loi Exp(�). Alternative-ment, on peut dire que le pro
essus des arriv�ees (An)n est un pro
essusde Poisson de taux �.� Les servi
es (sn)n sont des v.a. i.i.d. de loi Exp(�).� Les v.a. (an)n et (sn)n sont ind�ependantes.Le mod�ele obtenu est la �le M=M=1=1 PAPS dans la nomen
lature deKendall, ou plus simplement la �le M=M=1. Le M signi�e Markovien, le 1signi�e que la �le dispose d'un unique serveur et l'1 que la salle d'attenteest de 
apa
it�e in�nie. L'a
ronyme PAPS d�e
rit la politique de servi
e etsigni�e Premier Arriv�e Premier Servi, en version anglo-saxonne 
ela devientFIFO pour First In First Out.Le mod�ele s'�etudie par l'interm�ediaire du pro
essus M = (Mt)t, o�u Mtest le nombre de 
lients en attente ou en servi
e �a l'instant t. Sous leshypoth�eses qui pr�e
�edent, le pro
essus M est un pro
essus Markovien desaut �a temps 
ontinu. On a represent�e une traje
toire de M en �gure 15.
123 t
Mt
Figure 15: Traje
toire 
ara
t�eristique pour le 
ontenu du bu�er.Soit Q le g�en�erateur in�nit�esimal de M . Celui-
i a une forme simpledonn�ee par : 8n 2 N; Q(n; n+ 1) = �; Q(n+ 1; n) = � : (27)Un tel pro
essus est 
onnu sous le nom de pro
essus de naissan
e et de mort.R�eseaux Markoviens de �les d'attente.Consid�erons K �les de type M=M=1 indi
�ees de 1 �a K. Les arriv�eesdepuis l'ext�erieur peuvent avoir lieu �a toutes les �les. Les arriv�ees ext�erieuresen �le i suivent un pro
essus de Poisson de taux �i 2 [0;1[, ave
 �i 6= 0pour au moins une �le i. Le taux de servi
e en �le i est �i 2 ℄0;1[. �A la�n de son servi
e en �le i, un 
lient est rout�e vers une �le j, ou bien quitted�e�nitivement le r�eseau. Ce routage peut s'e�e
tuer de di��erentes fa�
ons.Consid�erons deux variantes. 30
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�2p21�1p1 �2p2�1p12 �2 �1

File 1
File 2

Figure 16: R�eseau de Ja
kson de deux �les : le graphe de transition de M ,ave
 un agrandissement �a droite.- R�eseau de Ja
kson. Un 
lient terminant son servi
e �a la �le i est rout�evers la �le j ave
 la probabilit�e pij et quitte d�e�nitivement le r�eseau ave
 laprobabilit�e 1 �Pj pij. Les routages sont ind�ependants les uns des autreset ind�ependants des arriv�ees ext�erieures et des servi
es. La politique deroutage est don
 enti�erement 
ara
t�eris�ee par la donn�ee de la matri
e deroutage P = (pij)ij . On suppose que le rayon spe
tral de P est stri
tementinf�erieur �a 1, o�u de fa�
on �equivalente que tout 
lient entrant dans le r�eseau�nit par en sortir (le r�eseau est sans 
apture).- R�eseau de Kelly. Une route est une suite �nie de �les (une même �lepeut apparâ�tre plusieurs fois le long de la route). Il existe un ensemble�ni C de routes possibles pour les 
lients. �A 
haque 
lient est asso
i�ee uneroute qui d�etermine la suite des �les visit�ees par le 
lient. Les 
lients deroute 
 2 C arrivent dans le r�eseau suivant un pro
essus de Poisson de taux�
 > 0. Les pro
essus d'arriv�ees 
orrespondant aux di��erentes routes sontind�ependants les uns des autres et ind�ependants des servi
es.Dans un r�eseau de Ja
kson, 
haque 
lient traverse une suite �ni de �lesavant de quitter le r�eseau. Appelons 
ette suite de �les la route du 
lient.On peut alors voir un r�eseau de Ja
kson 
omme une variante de r�eseau deKelly, plus g�en�eral par
e que poss�edant une in�nit�e de routes, mais aussiplus sp�e
i�que 
ar les probabilit�es d'o

uren
e des routes sont toutes reli�eespar l'interm�ediaire de la matri
e P .En
ore une fois l'analyse de 
es r�eseaux s'e�e
tue par l'interm�ediaire dupro
essusM d�e
rivant les 
ontenus des di��erents bu�ers. C'est un pro
essusMarkovien de saut �a temps 
ontinu. Dans le 
as du r�eseau de Ja
kson,l'espa
e d'�etat est NK .�A titre d'illustration, on a repr�esent�e, en �gure 16, l'espa
e d'�etats et legraphe de transition de M dans le 
as d'un r�eseau de Ja
kson de deux �les.On a �egalement indiqu�e les di��erents taux de transition ave
 la 
onventionpi = 1�Pj pij . 31



Jean Mairesse Mpri 2-17Notes bibliographiques.La th�eorie des �les d'attente a vu le jour autour de 1920 �a partir destravaux d'Erlang sur le dimensionnement des r�eseaux t�el�ephoniques. Le do-maine 
onnait un regain d'a
tivit�e ave
 la r�evolution te
hnologique en 
oursdans le domaine des 
ommuni
ations (r�eseaux lo
aux, Internet, r�eseaux sans�l, ...).La �le M=M=1 est le mod�ele le plus 
lassique de la th�eorie des �lesd'attente. Au moins un livre lui est 
onsa
r�e en propre [17℄. Les r�eseaux deJa
kson et les r�eseaux de Kelly sont les deux grands 
lassiques de la th�eoriedes r�eseaux Markoviens, 
f. par exemple [43, 64, 69℄.Le mod�ele des �les d'attente Markoviennes en tandem est reli�e �a d'autresmod�eles apparaissant dans des 
ontextes ext�erieurs aux SED. Le pro
essusd'ex
lusion totalement asym�etrique (TASEP dans la version a
ronymique etanglo-saxonne) est un mod�ele 
lassique de syst�eme de parti
ules en inter-a
tion dont le 
omportement asymptotique a �et�e tr�es �etudi�e [50, 65℄. La
orrespondan
e ave
 le mod�ele des �les d'attente en tandem a souvent �et�eremarqu�ee et utilis�ee, voir par exemple la dis
ussion dans Srinivasan [71℄.Les diagrammes et tableaux de Young sont des objets importants en 
om-binatoire et en th�eorie de la repr�esentation des groupes, 
f. Fulton [27℄.L'analyse asymptotique des diagrammes de Young al�eatoires a �et�e men�eepour diverses variantes, voir par exemple Vershik [73℄. La 
orrespondan
eentre tableaux de Young al�eatoires et �les d'attente en tandem est d�e
rite,par exemple dans Sepp�al�ainen [68℄. Une autre 
onne
tion existe ave
 laper
olation de dernier passage. Plus pr�e
is�ement, le temps de s�ejour dansun r�eseau en tandem est �egal au plus long 
hemin dans un graphe orient�evalu�e. Ce lien s'obtient en d�eroulant les �equations (26). La 
orrespondan
eest traje
torielle, et don
 non sp�e
i�que aux r�eseaux Markoviens. Elle a �et�eutilis�ee �a diverses reprises pour l'�etude de l'asymptotique des grands r�eseauxen tandem [35, 72, 2, 53℄.

32



Jean Mairesse Mpri 2-173 Evaluation de performan
esOn pr�esente dans 
e 
hapitre des r�esultats d'existen
e et de 
al
ul de limitepour les it�er�es d'une appli
ation max-plus ou topi
ale.3.1 Sous-additivit�e et existen
e du ve
teur spe
tralConsid�erons le mono��de de tra
e M = h a; b; 
 j ab = ba i+. On note � =fa; b; 
g et � : �� ! M le morphisme 
anonique.La hauteur h d'un empilement est sous-additive, 
'est-�a-dire,8u; v 2 M; h(uv) 6 h(u)+h(v); 8u; v 2 ��; h(uv) 6 h(u)+h(v) : (28)
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4 3 26 +Figure 17: La hauteur maximale des 
olonnes est sous-additive.On rappelle que 8u 2 M; h(u) = jujS , la longueur par rapport �a S =fa; b; 
; abg. Par ailleurs, on rappelle que h(u) = oT 
M(u) 
 o o�u M estun morphisme max-plus (th. 2.6).Plus g�en�eralement, la sous-additivit�e est une propri�et�e de la longueurdans un mono��de. En e�et, soit (M; �) un mono��de et E un ensemble deg�en�erateurs. La longueur (par rapport �a E) d'un �el�ement m deM est d�e�niepar jmjE = minfk j m = u1 � � � � � uk; ui 2 Eg :On a alors : 8u; v 2M; ju � vjE 6 jujE + jvjE .Par ailleurs, la sous-additivit�e est une propri�et�e de toutes les appli
ationsmax-plus et plus g�en�eralement topi
ales.Posons o = (0; � � � ; 0) (la dimension d�epend du 
ontexte) et, pour � 2R;x 2 Rk, � + x = (� + xi)i. Pour T topi
ale, on note dT e = do; T (o)e =maxi T (o)i et bT 
 = bo; T (o)
 = mini T (o)i. Soit T 2 Top(Rm;Rn); U 2Top(Rl;Rm). En utilisant su

essivement la 
roissan
e et l'homog�en�e��t�eadditive, on trouveT ÆU(o) 6 T (dUe+ o) = dUe+ T (o) =) dT ÆUe 6 dUe+ dT e : (29)Par un raisonnement sym�etrique, on montre quebT Æ U
 > bU
+ bT 
 : (30)33
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3 1 1> +Figure 18: La hauteur minimale des 
olonnes est super-additive.Pour les empilements, (30) s'interpr�ete 
omme suit : la hauteur minimaled'une 
olonne est une quantit�e super-additive, illustration en �g. 18.Soit T 2 Top(Rk;Rk). En 
ombinant (19) et (29)-(30), on obtient parappli
ation dire
te du lemme sous-additif,9
; 
 2 R; 8x 2 Rk; limn!1 bT n(x)
n = 
; limn!1 dT n(x)en = 
 : (31)Si T =M(u); u 2 ��; est l'appli
ation max-plus asso
i�ee �a l'empilementu, alors 
, resp. 
, est la vitesse de 
roissan
e de la plus petite, resp. plusgrande, 
olonne de l'empilement un.�Etant donn�e une appli
ation topi
ale T , la question naturelle est desavoir si la suite (T n(x)=n)n admet une limite dans Rk. Si la limite existe,elle ne d�epend pas de x d'apr�es le 
ara
t�ere 1-lips
hitz de T par rapport �ala norme sup, voir (19).D�e�nition 3.1. Soit T une appli
ation topi
ale. Posonslimn!1 T n(x)n = �(T ) ; (32)si la limite existe. On appelle alors �(T ) le ve
teur spe
tral de T .Pour des fon
tions topi
ales g�en�erales, le ve
teur spe
tral n'existe pastoujours [46, 39℄, et 
e d�es que k > 3. En voi
i un 
ontre-exemple dû �aKohlberg et Sparrow. Soit T : R3 ! R3 d�e�nie par0�xyz1A 7�! 0� xy + 1x+ h(y � x)1Ao�u h : R ! R est une appli
ation lips
hitzienne ave
 0 6 h0 6 1. Ona T n(o) = (0; n; h(n � 1)), et le ve
teur spe
tral existe si et seulement sih(n�1)=n admet une limite quand n! +1. Or on peut ais�ement 
onstruireune appli
ation h lips
hitzienne ave
 0 6 h0 6 1 et telle que h(n�1)=n n'aitpas de limite, voir �g. 19.A 
ontrario, pour de larges 
lasses d'appli
ations topi
ales, le ve
teurspe
tral existe. 34
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0 2 3 4 x

1

2

y

Figure 19: La fon
tion h du 
ontre-exemple de Kohlberg et Sparrow.Th�eor�eme 3.2. Soit une appli
ation max-plus T 2 Maxp(RS ;RS). Leve
teur spe
tral �(T ), d�e�ni en (32), existe.Le r�esultat restent bien sûr vrai pour des appli
ations min-plus. Onaborde la question du 
al
ul de �(T ) en x3.2.1.Appli
ations topi
alesLe 
ontre-exemple de Kohlberg et Sparrow montre que la 
lasse des ap-pli
ations topi
ales est trop vaste pour avoir des propri�et�es dynamiquesint�eressantes. Dans Bous
h & M. [11℄ on introduit la sous-
lasse des ap-pli
ations uniform�ement topi
ales qui, elles, ont de bonnes propri�et�es dy-namiques. Expli
itons 
e 
adre.On note R = [�1;+1℄ ave
 sa topologie usuelle.D�e�nition 3.3. Une appli
ation T : Rk ! R` est dite uniform�ement topi
alesi elle est topi
ale et admet un prolongement 
ontinu T : Rk ! R`. Onnote UTop(Rk;R`) l'ensemble des appli
ations uniform�ement topi
ales deRk dans R`.La forme topi
ale (x; y) 7! (x+y)=2 n'est pas uniform�ement topi
ale. Enrevan
he, toute appli
ation max-plus, min-plus, min-max-plus et 
onjugu�ee-lin�eaire est uniform�ement topi
ale.Soit T 2 UTop(Rk;R`), on d�e�nit l'asymptote bT parbT : Rk ! R`; x 7! bT (x) = lim�!0+ �T (x=�) : (33)L'asymptote bT est 
e que l'on voit de T lorsqu'on la regarde de tr�es loin.Lorsque T est max-plus, bT est l'appli
ation max-plus d�e�nie 
omme suit :bTij = (0 si Tij 2 R�1 si Tij = �1 : (34)35



Jean Mairesse Mpri 2-17Dans le 
as g�en�eral, bT est min-max-plus et 
haque forme topi
ale bTi s'obtientpar 
ombinaison �nie des fon
tions 
oordonn�ees et des op�erateurs ^ et _.Th�eor�eme 3.4. Soit T 2 UTop(RS;RS). Le ve
teur spe
tral �(T ), d�e�nien (32), existe.Lorsque T est une appli
ation min-max-plus, on peut pr�e
iser le r�esultatdu Th�eor�eme 3.4. On aborde 
e point en x3.2.2.3.2 Cal
ul du ve
teur spe
tralLes th�eor�emes limites 
i-dessus sont obtenus �a l'aide d'un argument desous-additivit�e. Il est bien 
onnu qu'alors la 
onstante limite est diÆ
ile�a d�eterminer expli
itement. On propose dans 
e 
hapitre un panorama dequelques situations ou le 
al
ul est possible.Supposons que l'on it�ere une unique appli
ation uniform�ement topi
ale.Alors le ve
teur spe
tral, voir d�e�nition 3.1, existe, voir th�eor�eme 3.4. Ceve
teur devient expli
itement 
al
ulable lorsque l'appli
ation est max-plus,x3.2.1, ou min-max-plus, x3.2.2. On aborde ensuite, x3.2.3, le probl�eme dela maximisation des syst�emes it�er�es d'appli
ations max-plus qui se r�esoudgrâ
e aux r�esultats de la se
tion 3.2.1. Le statut parti
ulier de 
e probl�emeprovient de la 
ompatibilit�e de la maximisation ave
 la dynamiquemax-plus.La minimisation des syst�emes min-plus se traite de fa�
on duale : dans lesth�eor�emes 3.20 et 3.21, il suÆt de rempla
er tous les max par des min.3.2.1 Appli
ations max-plus
b

aFigure 20: Empilement de deux pi�e
es de Tetris.Consid�erons le mod�ele de Tetris �a deux pi�e
es de la �g. 20 (gau
he).Notons T = Tb Æ Ta l'appli
ation max-plus asso
i�ee �a l'empilement ab, voir36



Jean Mairesse Mpri 2-17x2.2. On obtient, T 0�xyz1A = 0� 3 4 41 2 2�1 3 31A
0�xyz1A :On 
onstate que la hauteur de l'empilement (ab)n est de l'ordre de 3n sur
haque 
olonne. L'empilement (ab)n �etant asso
i�e �a l'appli
ation it�er�ee T n,
e
i fournit un argument g�eom�etrique permettant de 
al
uler le ve
teur spe
-tral �(T ), dont l'existen
e �etait assur�ee par le 
or. 3.2. On a, en e�et,8x 2 R3; limn T n(x)n = (3; 3; 3) =) �(T ) = (3; 3; 3) :En �g. 21, on a repr�esent�e le graphe de T . On 
onstate que la valeur3 apparaissant dans le ve
teur spe
tral est �egale au poids moyen maximald'un 
ir
uit du graphe. Il ne s'agit pas d'une 
o��n
iden
e, voir th. 3.5.41 234
3 2 3

Figure 21: Le graphe de la matri
e max-plus T .Posons u = (0;�2;�2) et v = (0;�2;�1). On 
onstate sur la �g. 20(droite) que si on empile (ab)n sur un sol de forme u, resp. v, alors le pro�lsup�erieur de l'empilement est en
ore u, resp. v. En termes alg�ebriques,pour tout n, T n(u) = u+ n�(T ); T n(v) = v + n�(T ) : (35)On appelle u et v des points glissants (gliding points en anglais) de T . Onva voir qu'une appli
ation max-plus admet toujours des points glissants.Avant d'�enon
er des r�esultats g�en�eraux, 
onsid�erons un se
ond exemplepour se familiariser ave
 la dynamique des appli
ations max-plus. SoitA : R2 ! R2; A�xy� = �1 13 1�
�xy� : (36)On peut analyser �a la main la dynamique de l'appli
ation A. On obtient la�g. 22. 37
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2

Figure 22: La dynamique de l'appli
ation max-plus A.Soit 
 le tube de R2 repr�esent�e en gris sur la �g. 22. On observe que :8x 62 
; A(x) 2 
; 8x 2 
; A2(x) = x+4; 8x = (x; x+1); A(x) = x+2:(37)On d�eduit ais�ement de (37) que le ve
teur spe
tral est �(A) = (2; 2) et quex = (x; x+ 1) est un point glissant de A, pour tout x 2 R.�Enon�
ons maintenant le r�esultat prin
ipal, souvent appel�e le \th�eor�emespe
tral max-plus" ou le \th�eor�eme de Perron-Frobenius max-plus". Onpeut �e
rire une version duale du th�eor�eme pour les appli
ations min-plus,en rempla�
ant tous les max par des min.Soit A 2Maxp(Rk;Rk). On dit que A est irr�edu
tible si G(A), le graphede A, est fortement 
onnexe.Th�eor�eme 3.5. Soit A 2 Maxp(Rk;Rk). Si A est irr�edu
tible, alors�(A) = (
; : : : ; 
) o�u 
 est �egal au poids moyen maximal d'un 
ir
uit(�el�ementaire) du graphe de A, 
'est-�a-dire
 = maxj6k maxi1;:::;ij Ai1i2 +Ai2i3 + � � �+Aij i1j : (38)Dans le 
as g�en�eral, la formule expli
ite pour �(A) s'obtient 
omme suit.Soit C l'ensemble de n�uds d'une 
omposante fortement 
onnexe non-triviale de G(A). Soit AC l'appli
ation max-plus obtenue par restri
tionde A aux 
oordonn�ees C. Soit 
C le poids moyen maximal d'un 
ir
uit deG(AC). Pour i 2 C, posons 
i = 
C . On a,�(A) = (
i)i; 
i = maxi �!j 
j ; (39)38



Jean Mairesse Mpri 2-17o�u �! est la fermeture r�e
exive et transitive de la relation ! de G(A). Ona 9
;8x 2 Rk;9N;8n > N; An+
(x) = An(x) + 
�(A) (40)9x 2 Rk;8n > 0; An(x) = x+ n�(A) : (41)Si A est irr�edu
tible, on peut renfor
er (40). On a alors9
;9N;8n > N;8x 2 Rk; An+
(x) = An(x) + 
�(A) : (42)L'exemple de l'appli
ation d�e�nie en (46) montre que la propri�et�e (42)n'est pas vraie pour une appli
ation max-plus g�en�erale.On peut donner une interpr�etation 
ombinatoire du 
 apparaissant dans(40) et (42). La 
y
li
it�e d'un graphe fortement 
onnexe est le pg
d deslongueurs des 
ir
uits. La 
y
li
it�e d'un graphe est le pp
m des 
y
li
it�esdes 
omposantes fortement 
onnexes. Le graphe 
ritique de A est le sous-graphe de A obtenu en ne 
onservant que les n�uds et les ar
s appartenant�a au moins un 
ir
uit de poids moyen 
. L'entier 
 est la 
y
li
it�e du graphe
ritique de A.Convexes max-plus.On va d�e
rire exa
tement l'ensemble des points glissants d'une ap-pli
ation max-plus irr�edu
tible. On 
ommen
e par introduire la notiond'enveloppe 
onvexe max-plus.D�e�nition 3.6. Un ensemble E � Rk est un 
onvexe max-plus si :8u;v 2 E; 8�; � 2 R; �(�; : : : ; �) + u� _ �(�; : : : ; �) + v� 2 E : (43)�Etant donn�e un ensemble de points u1; : : : ;un 2 Rk, posonsK = � x j 9�1; : : : ; �n 2 R; x = _nk=1 �(�k; : : : ; �k) + uk� 	 :L'ensemble K est un 
onvexe max-plus. On dit que K est le 
onvexi��emax-plus des points u1; : : : ;un.On peut r�e�e
rire (43) en utilisant les notations matri
ielles max-plus.On obtient : 8u;v 2 Rk; 8�; � 2 R; (� 
 u) � (�
 v) 2 K. Ce qui a poure�et de faire ressortir l'analogie ave
 la notion usuelle de 
onvexit�e.Un 
onvexe max-plus E est invariant par translation suivant la dire
tion1 = (1; : : : ; 1). On peut d�eterminer enti�erement un 
onvexe max-plus E parl'interm�ediaire de sa proje
tion orthogonale sur un hyperplan orthogonal �ala dire
tion 1. Le projet�e de E est en bije
tion ave
 son image proje
tive�(E), voir d�ef. 2.17. 39
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Figure 23: Visualisation proje
tive des 
onvexi��es max-plus de R3.Un 
onvexe max-plus de R3 se visualise via sa proje
tion dans R2. Il ex-iste une m�ethode simple pour dessiner la dite proje
tion. Cette m�ethode, quel'on va maintenant d�e
rire, est un analogue de 
elle utilis�ee pour d�eterminerl'enveloppe 
onvexe usuelle.Soit u et v les projet�es de deux points de R3. La proje
tion du 
onvexi��emax-plus asso
i�e est une ligne bris�ee d'extr�emit�es u et v et form�ee d'unou deux segments de droite. On obtient 
ette ligne bris�ee 
omme suit.On tra
e �a partir de u et v les proje
tions des trois demi-axes positifs de
oordonn�ees, et on 
onserve les segments de droite permettant de joindre u etv. Pour plus de deux points, le 
onvexi��e max-plus est la r�egion d�elimit�eepar l'union des 
onvexi��es max-plus des points pris deux par deux. Onillustre la 
onstru
tion en �gure 23.On peut d�e�nir la notion de 
onvexe min-plus en rempla�
ant les maxpar des min dans la d�e�nition 3.6. Con
entrons nous sur les projet�es dansR2 des 
onvexes de R3. N'importe quelle rotation d'angle �=3 permet detransformer le projet�e d'un 
onvexe max-plus en 
elui d'un 
onvexe min-plus, et vi
e-versa.Le r�esultat 
entral sur les 
onvexes max-plus est le suivant. Si E estle 
onvexi��e max-plus des points fu1; : : : ;ung, on dit que fu1; : : : ;ung estune famille g�en�eratri
e de E. Une famille g�en�eratri
e est minimale si elleest minimale pour l'in
lusion.Th�eor�eme 3.7. Soit K le 
onvexi��e max-plus d'un nombre �ni de points.Deux familles g�en�eratri
es minimales ont le même nombre de points. Soitfu1; : : : ;ung et fv1; : : : ;vng deux familles g�en�eratri
es minimales de K. Ilexiste une permutation � de f1; : : : ; ng et des s
alaires �1; : : : ; �n 2 R telsque : u1 = (�1; : : : ; �1) + v�(1); : : : ;un = (�n; : : : ; �n) + v�(n).En d'autres termes, il existe essentiellement une unique familleg�en�eratri
e minimale. Sur les �gures (23, 24, 25), les points de la famille40
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e minimale sont repr�esent�es par des ronds blan
s. Le 
ardinalde 
ette famille peut être arbitrairement grand d�es que la dimension n del'espa
e ambiant Rn est sup�erieure ou �egale �a 3. La situation est analogue �a
elle des 
ônes 
onvexes de Rn+. On illustre 
e
i en �gure 24. De la gau
hevers la droite, les familles g�en�eratri
es minimales sont de 
ardinal 3, 6 et12. L'�etape suivante de 
ette 
onstru
tion r�e
ursive donnerait une familleg�en�eratri
e minimale de 
ardinal 24.

Figure 24: Le 
ardinal d'une famille g�en�eratri
e minimale n'est pas born�e.Points glissants d'une appli
ation irr�edu
tible.Soit A une appli
ation max-plus irr�edu
tible de ve
teur spe
tral �(A) =(
; : : : ; 
). Posons x1 = (x; : : : ; x). Si u et v sont deux points glissants deA, alors on a, pour tout �; � 2 R, et en appli
ation du th. 3.5,A�(�1+ u) _ (�1+ v)� = ��1+A(u)� _ ��1+A(v)�= 
1+ ��1+ u� _ ��1+ v� :L'ensemble des points glissants est don
 un 
onvexe max-plus. Son projet�eest en bije
tion ave
 l'ensemble des points �xes de l'appli
ation quotient eA,
f. d�e�nition 2.17. Par exemple, 
onsid�erons les trois appli
ations max-plusde R3 dans R3 de matri
es respe
tives :A = 0�4 0 00 4 00 0 41A ; B = 0�4 3 01 4 10 0 41A ; C = 0�3 0 00 4 00 0 41A : (44)On a repr�esent�e en �gure 25 les projet�es des ensembles de points glissantsde A (gau
he), B (milieu) et C (droite). Alternativement, on peut voir 
esensembles 
omme les ensembles de points �xes des appli
ations quotient eA,eB et eC. Les 
ardinaux des familles g�en�eratri
es minimales sont respe
tive-ment 3, 3 et 2. 41
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Figure 25: Proje
tions des ensembles de points glissants de A, B et C.D'une fa�
on g�en�erale, l'ensemble des points glissants d'une appli
ationmax-plus irr�edu
tible de Rk est le 
onvexi��e max-plus d'au plus k points.�Enon�
ons le r�esultat.Th�eor�eme 3.8. Soit une appli
ation max-plus irr�edu
tible de Rk dans Rkde matri
e A. Soit 
 le poids moyen maximal d'un 
ir
uit de A. D�e�nissonsB 2 Rk�kmax par : 8i; j; Bij = Aij � 
. Posons B+ = W1i=1Bi. La matri
eB+ est bien d�e�nie et v�eri�e B+ = Wki=1Bi. L'ensemble des points glissantsde A est un 
onvexe max-plus dont la famille g�en�eratri
e minimale s'obtienten s�ele
tionnant une 
olonne de B+ par 
omposante fortement 
onnexe dugraphe 
ritique de A.En 
orollaire des th�eor�emes 3.7 et 3.8, on obtient le r�esultat
ompl�ementaire suivant : si i et j appartiennent �a la même 
omposantefortement 
onnexe du graphe 
ritique de A, alors les 
olonnes 
orrespon-dantes de B+ sont �egales �a un 
oeÆ
ient additif pr�es.Valeurs propres et ve
teurs propres max-plus.Par analogie ave
 l'alg�ebre lin�eaire 
lassique, il est naturel d'introduirela terminologie suivante.D�e�nition 3.9. Soit A 2Maxp(Rk;Rk). Supposons que l'on a, pour � 2 Ret u 2 Rk (et en utilisant les notations matri
ielles max-plus),A
 u = �
 u :Alors on appelle � une valeur propre max-plus de A (ou de la matri
e deA) et u un ve
teur propre max-plus asso
i�e.�Evidemment, si � est valeur propre max-plus de A, alors �(A) =limnAn(u)=n = (�; � � � ; �). (La r�e
iproque est vraie, voir prop. 3.11.)On en d�eduit qu'une appli
ation max-plus admet au plus une valeur propremax-plus. 42



Jean Mairesse Mpri 2-17Remarque. Certains auteurs, 
f. par exemple [3℄, proposent uned�e�nition di��erente des valeurs propres et ve
teurs propres max-plus enimposant simplement : � 2 R et u 2 (R [ f�1g)k. Ave
 
ette d�e�nition,une matri
e max-plus peut avoir plusieurs valeurs propres.Lorsque A est irr�edu
tible, on d�eduit du th�eor�eme 3.5 l'existen
ed'une valeur propre max-plus. D'autre part les ve
teurs propres max-plus
o��n
ident alors ave
 les points glissants.En revan
he, on d�eduit de (39) que A peut poss�eder une valeur propremax-plus sans être irr�edu
tible. Par exemple, 
onsid�erons l'appli
ationA0�xyz1A = 0� 0 3 �1�1 �1 2�1 �1 1 1A
0�xyz1A : (45)Le graphe de A n'est pas fortement 
onnexe. N�eanmoins, si on poseu = (3; 1; 0), on trouve A
 u = 1
 u. Don
 1 est valeur propre de ve
teurpropre asso
i�e u. Le ve
teur spe
tral est �(A) = (1; 1; 1) 
e que l'on aurait�egalement pu d�eterminer �a l'aide de (39).Tubularit�e.D�e�nition 3.10. Un tube de Rk est un sous-ensemble K non-vide de Rk,invariant par translation le long de la dire
tion 1 = (1; : : : ; 1), et tel que lequotient K=R1 soit 
ompa
t. Une appli
ation topi
ale T 2 Top(Rk;Rk) esttubulaire s'il existe un tube K de Rk tel que T (K) � K.Le 
onvexi��e max-plus d'un ensemble �ni de points de Rk est un tube.Dans le 
as max-plus, on peut 
ara
t�eriser pr�e
is�ement les appli
ations tubu-laires.Proposition 3.11. Soit A 2Maxp(Rk;Rk) et soit �(A) le ve
teur spe
tralde A. On a les �equivalen
es suivantes :i. A est tubulaire;ii. 9
 2 R; �(A) = (
; : : : ; 
);iii. A poss�ede un ve
teur propre max-plus.Preuve. L'impli
ation [i =) ii℄ est imm�ediate. Montrons l'impli
ation[iii =) i℄. Soit u un ve
teur propre de A. L'ensemble fu+(�; : : : ; �); � 2Rg est un tube laiss�e invariant par A. Don
 A est tubulaire. Montronsl'impli
ation [ii =) iii℄. D'apr�es le th�eor�eme 3.5, il existe x 2 Rk tel queA(x) = x+ �(A) = x+ (
; : : : ; 
). Don
 x est un ve
teur propre.
43



Jean Mairesse Mpri 2-17On d�eduit de la proposition 3.11 qu'une appli
ation max-plus peut êtretubulaire sans être irr�edu
tible. C'est le 
as par exemple de l'appli
ation Ad�e�nie en (45). Le graphe de A n'est pas fortement 
onnexe, n�eanmoins letube f(3; 1; 0) + (�; : : : ; �); � 2 Rg est laiss�e invariant par A.Semigroupe engendr�e par une appli
ation.Soit A 2 Maxp(Rk;Rk). On rappelle que eA est l'appli
ation quotientasso
i�ee �a A, 
f. d�e�nition 2.17. On note hA i le semigroupe d'appli
ationsengendr�e par A, i.e. le semigroupe dont les �el�ements sont les appli
ationsAn; n 2 N n f0g. On d�e�nit de même le semigroupe d'appli
ations quotienth eA i.On souhaite 
ara
t�eriser les appli
ations pour lesquelles le semigroupehA i, resp. h eA i, est �ni.Con
entrons nous sur (42). On peut traduire la propri�et�e ainsi. Si Aest irr�edu
tible, alors h eA i est �ni, et hA i est �ni ssi �(A) = (0; � � � ; 0). Onpr�e
ise 
e r�esultat dans la proposition suivante.Proposition 3.12. Le semigroupe hA i est �ni ssi toutes les 
omposantesfortement 
onnexes non-triviales du graphe de A ont un poids moyen maxi-mal �egal �a 0. Le semigroupe h eA i est �ni ssi toutes les 
omposantes fortement
onnexes non-triviales du graphe de A ont le même poids moyen maximal.La 
omparaison des propositions 3.11 et 3.12 montre que la �nitude deh eA i est une propri�et�e plus restri
tive que la tubularit�e. Consid�erons parexemple l'appli
ationA0�xyz1A = 0� 0 �1 �1�1 �1 �1�1 �1 0 1A
0�xyz1A : (46)On v�eri�e que �(A) = (0; 0; 0) et don
 que A est tubulaire. Par 
ontrele graphe de A poss�ede des 
omposantes fortement 
onnexe de poids moyenmaximal 0 et -1. Et don
 h eA i est in�ni. De fait, on aAn0�xyz1A = 0� 0 �1 �1�1 �n �1�1 �1 0 1A
0�xyz1A :Perte de m�emoire et g�en�eri
it�e.D�e�nition 3.13. Soit T 2 Maxp(Rk;Rk). On dit que T a la propri�et�ede perte de m�emoire si eT (Rk=R1) est un singleton (o�u eT est l'appli
ationquotient introduite en d�e�nition 2.17).44



Jean Mairesse Mpri 2-17En travaillant un peu �a partir du th�eor�eme 3.8, on obtient l'�enon
�e suiv-ant.Proposition 3.14. Soit A 2Maxp(Rk;Rk), irr�edu
tible. Il existe n tel queAn ait perdu la m�emoire si et seulement si le graphe 
ritique de A est de
y
li
it�e 1 et poss�ede une unique 
omposante fortement 
onnexe.Lorsque le graphe 
ritique de A poss�ede une unique 
omposante forte-ment 
onnexe, on obtient en 
orollaire du th�eor�eme 3.8 que eA poss�ede ununique point �xe. Cependant, si la 
y
li
it�e du graphe 
ritique est 
 > 1, ilexiste des orbites p�eriodiques, i.e. des points distin
ts x0; : : : ; x
�1 2 Rk telsque� Æ A(x0) = �(x1); � ÆA(x1) = �(x2); : : : ; � ÆA(x
�1) = �(x0) : (47)On peut se 
onvain
re de l'existen
e des orbites p�eriodiques en observantque le graphe 
ritique de A
 poss�ede 
 
omposantes fortement 
onnexes. Etdon
 que l'ensemble des ve
teurs propres de A
 admet une famille g�en�eratri
eminimale de 
ardinal 
.On d�eduit de (47) que, quelque soit n, eAn(Rk=R1) n'est pas r�eduit�a un singleton. Et don
 que An n'a pas perdu la m�emoire. En guised'illustration, on peut 
onsid�erer l'appli
ation d�e�nie en (36) dont la dy-namique est r�esum�ee en (37).La situation de perte de m�emoire d�e
rite dans la proposition 3.14 n'estpas g�en�erique. Par exemple, si A est 
hoisie al�eatoirement ave
 des 
o-eÆ
ients i.i.d. et uniformes sur [0; 1℄, alors le graphe de A poss�ede ave
probabilit�e 1 un unique 
ir
uit de poids moyen maximal, mais 
e 
ir
uit estde longueur 1 ave
 probabilit�e petite. La longueur de 
e 
ir
uit �etant �egale�a la 
y
li
it�e, on en d�eduit que la perte de m�emoire n'est pas g�en�erique.Retour aux graphes d'�ev�enements.Les GE temporis�es (temporisations d�eterministes), 
f. x2.6, fournissent un
adre naturel d'utilisation du th. spe
tral max-plus.D�e�nition 3.15. On appelle d�ebit de la transition a, le nombre de fran-
hissements de a par unit�e de temps, 
'est-�a-dire la limite inf�erieure lorsquet! 1 de N(t)=t, o�u N(t) est le nombre de fran
hissements de a entre lesinstants 0 et t.(Dans 
e qui suit, la limite inf�erieure de N(t)=t est en fait toujours unelimite.) Soit A l'appli
ation max-plus asso
i�ee au GE suivant la pro
�edurede x2.6. Alors �(A) donne l'inverse des d�ebits de tirs des transitions. Unpoint glissant s'interpr�ete 
omme un mode de fon
tionnement p�eriodique du45



Jean Mairesse Mpri 2-17GE. On peut aussi exprimer le r�esultat dire
tement sur le GE. Pour le 
asfortement 
onnexe, 
ela donne la prop. 
i-dessous.Proposition 3.16. Dans un graphe d'�ev�enement fortement 
onnexe vivanttemporis�e, toutes les transitions ont le même d�ebit D qui est donn�e parD = min
 M(
)T (
) ; (48)o�u 
 par
ourt l'ensemble des 
ir
uits �el�ementaires, o�u M(
) est �egal au nom-bre de jetons de 
 et o�u T (
) est �egal �a la somme des temporisations despla
es et transitions le long de 
.Consid�erons par exemple le GE de la �g. 8, les temps de tirs �etant�(a0) = 1; �(a1) = `a; �(b0) = 1; �(b1) = `b, et les temps de s�ejours �etanttous nuls. Le d�ebit est D = min�1=(1 + `a); 1=(1 + `b); 1=(2 + `a + `b)� =1=(2 + `a + `b).Si on �xe la stru
ture du graphe d'�ev�enements (le triplet (T;P;F)) etles temporisations, on peut voir le d�ebit 
omme une appli
ation D : NP !R+, asso
iant �a un marquage le d�ebit 
orrespondant. En parti
ulier, si(T;P;F;M) n'est pas vivant, alorsD(M) = 0. On a les propri�et�es suivantes :8M 2 NP;8k 2 N; D(kM) = kD(M)8M;M 0 2 NP; D(M +M 0) > D(M) +D(M 0) :On peut montrer 
es propri�et�es dire
tement �a partir de (48). La super-additivit�e peut �egalement se 
omprendre 
omme suit. Imaginons les jetonsde M et de M 0 
omme �etant 
olor�es respe
tivement en bleu et en rouge.Consid�erons le GE ave
 le marquage M + M 0 et une s�emantique de tirmodi��ee : l'habilitation et le tir d'une transition doit impliquer des jetonsde même 
ouleur. Le mod�ele r�esultant �a un d�ebit �egal �a D(M)+D(M 0). Sion oublie les 
ouleurs, on obtient le GE 
lassique de marquage M +M 0 etdon
 un d�ebit D(M+M 0). D'autre part, on a rela
h�e une 
ontrainte dans lad�e�nition de l'habilitation, et don
 on a augment�e le d�ebit : D(M +M 0) >D(M) +D(M 0).Une se
onde appli
ation du th. spe
tral max-plus est propos�ee en x3.2.3.Notes bibliographiques et 
ompl�ements.La th�eorie spe
trale max-plus resurgit tel le serpent de mer dans denombreux 
ontextes et sous des formes diverses. Cons�equen
e, les th�eor�emes3.5 et 3.8 ont souvent et ind�ependamment �et�e red�emontr�es, ave
 des degr�esde pr�e
ision et de g�en�eralit�e vari�es. Autre 
ons�equen
e, il est �a la fois diÆ
ileet un peu sensible d'attribuer ave
 exa
titude la paternit�e des r�esultats !46
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ision, on peut se r�ef�erer aux monographies [3, 19, 36, 42, 54℄et �a leur bibliographie respe
tive.Le 
al
ul du poids moyen maximal d'un 
ir
uit dans un graphe, et don

elui du ve
teur spe
tral d'une appli
ation max-plus, est un probl�eme poly-nomial. Pr�e
isons 
ela. On reprend les notations du th�eor�eme 3.5. Ona 
 = maxj6kmaxi (Aj)ii. On en d�eduit que pour 
al
uler 
, il suÆt ded�eterminer A2; : : : ; Ak, d'o�u un algorithme dont la 
omplexit�e en temps esten O(k4). Une meilleure appro
he 
onsiste �a utiliser la formule de Karp,valable pour tout j : 
 = maxi6k min`6k�1 (Ak)ij � (A`)ijk � ` :On peut en trouver la preuve, par exemple, dans [3, Theorem 2.19℄. I
i, ilsuÆt de d�eterminer la j-i�eme 
olonne de A2; : : : ; Ak; d'o�u un algorithme dontla 
omplexit�e en temps est en O(k3). Il existe plusieurs autres algorithmes(programmation lin�eaire, it�eration sur les politiques �a la Howard [15℄, ...).Une �etude 
omparative tr�es pouss�ee est propos�ee par Dasdan [20℄.On peut voir (Rnmax;_) 
omme un Rmax-semimodule, ave
 
omme loiexterne : Rmax � Rnmax ! Rnmax; (�;u) 7! (�; : : : ; �) + u. Un 
onvexe max-plus est alors appel�e un (sous)semimodule.Le th�eor�eme 3.7 est dû �a Moller [58℄ et Wagneur [76℄. La repr�esentationgraphique utilis�ee dans les �gures 23, 24 et 25 a �et�e introduite dans M. [51℄pour �etudier les ensembles de ve
teurs propres des appli
ations max-plus deR3. La proposition 3.12 est d�emontr�ee dans Gaubert [29℄.On peut analyser dire
tement les GE temporis�es, et d�emontrer la propo-sition 3.16, sans utiliser le formalisme max-plus, voir par ex. Carlier &Chr�etienne [14℄.3.2.2 Appli
ations min-max-plus et topi
alesUne appli
ation min-max-plus T est uniform�ement topi
ale don
, d'apr�esle 
or. 3.4, le ve
teur spe
tral �(T ) existe. Essayons de le 
al
uler sur unexemple. Soit l'appli
ation min-max-plus T donn�ee parT 0�xyz1A = 0��(y + 3) _ (z + 2)� ^ (x+ 1)y ^ (z + 2)(x� 1) _ (y + 2) 1A :
47
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rire l'appli
ation sous la forme T = U1 ^U2 ^U3 ^U4 o�u les Uisont les appli
ations max-plus de matri
es respe
tives0��1 3 2�1 0 �1�1 2 �11A ; 0� 1 �1 �1�1 0 �1�1 2 �11A ; 0��1 3 2�1 �1 2�1 2 �11A ;0� 1 �1 �1�1 �1 2�1 2 �11A :On a aussi T = U1 ^ U2 ^ U3 ou T = U1 ^ U3 ^ U4. Mais on verra, prop.3.17, qu'il est essentiel de 
onsid�erer toutes les d�e
ompositions possibles.De fa�
on sym�etrique, on peut r�e�e
rire l'appli
ation sous la forme T =S1 _ S2 _ S3 _ S4, o�u les Si sont les appli
ations min-plus de matri
es re-spe
tives,0� 1 3 +1+1 0 2�1 +1 +11A ; 0� 1 +1 2+1 0 2�1 +1 +11A ; 0� 1 3 +1+1 0 2+1 2 +11A ;0� 1 +1 2+1 0 2+1 2 +11A :En utilisant la 
roissan
e des appli
ations topi
ales, on obtient,8i; Si 6 T 6 Ui =) 8i; �(Si) 6 �(T ) 6 �(Ui)=) maxi �(Si) 6 �(T ) 6 mini �(Ui) : (49)Maintenant, le th. 3.5 nous permet de d�eterminer expli
itement les ve
teursspe
traux �(Si) et �(Ui), et don
 la borne inf�erieure et la borne sup�erieuredans (49). Menons le 
al
ul �a bien :maxi �(Si) = 0�0001A _0�1=201=21A _0�0001A _0�0001A = 0�1=201=21Amini �(Ui) = 0�1=201=21A ^0�1011A ^0�2221A ^0�1221A = 0�1=201=21A :Mira
le : les bornes inf�erieures et sup�erieures 
o��n
ident. Ce qui permetde 
on
lure que �(T ) = (1=2; 0; 1=2).Ce mira
le n'en est pas un (ou bien 
'est un mira
le qui se renouvelle).�Enon�
ons le r�esultat g�en�eral. L'uniforme topi
alit�e a �et�e d�e�nie en d�ef. 3.3.48



Jean Mairesse Mpri 2-17Proposition 3.17 (Prin
ipe de s�ele
tion). Soit f1; : : : ; fn; g : Rk ! Rk desappli
ations uniform�ement topi
ales telles que, pour tout x 2 Rk, il existei 2 [1; n℄ tel que fi(x) = g(x). Alors il existe i 2 [1; n℄ tel que �(fi) = �(g).Dans l'exemple pr�e
�edent, les familles (U1; U2; U3; U4; T ) et(S1; S2; S3; S4; T ) v�eri�ent le prin
ipe de s�ele
tion. On obtient don
qu'il existe i; j tels que �(T ) = �(Si) = �(Uj). Au 
ontraire, la famille(U1; U3; U4; T ) ne v�eri�e pas le prin
ipe de s�ele
tion, et, de fait, on a�(T ) 6= �(Ui); i 2 f1; 3; 4g.Plus g�en�eralement, il est 
lair que le prin
ipe de s�ele
tion peut être utilis�epour toute appli
ation min-max-plus.Corollaire 3.18. Soit une appli
ation min-max-plus T = mini2I T (i) ave
I �ni et T (i) 2Maxp(Rk;Rk) pour tout i. Soit T (i)j ; j = 1; : : : ; k; les formes
oordonn�ees de T (i). Pour x 2 Ik, soit U (x) 2 Maxp(Rk;Rk) l'appli
ationdont les formes 
oordonn�ees sont U (x)1 = T (x1)1 ; : : : ; U (x)k = T (xk)k . On a,�(T ) = minx2Ik �(U (x)); 9x 2 Ik; �(T ) = �(U (x)) :En 
ombinant le 
orollaire ave
 le th. 3.5, on obtient un pro
�ed�e 
on-stru
tif pour 
al
uler le ve
teur spe
tral d'une appli
ation min-max-plus.Les di��erentes preuves de la prop. 3.17 et du 
or. 3.18 d�emontrent enparall�ele l'existen
e d'un point glissant.Proposition 3.19. Une appli
ation min-max-plus T : Rk ! Rk poss�ede unpoint glissant.R�ef�eren
es bibliographiques.Pour les appli
ations min-max-plus et plus g�en�eralement, les appli
a-tions topi
ales aÆnes par mor
eaux, l'existen
e du ve
teur spe
tral a �et�ed�emontr�ee par Bewley et Kohlberg [7, 46℄, d'une mani�ere non 
onstru
tive;par la suite, divers auteurs [77, 30, 67℄ ont retrouv�e 
e r�esultat, et ont donn�edes algorithmes de 
al
ul du ve
teur spe
tral dans le 
as min-max-plus (ef-�
a
es en pratique, mais dont la 
omplexit�e est en
ore mal 
omprise). Leprin
ipe de s�ele
tion, prop. 3.17, est prouv�e dans Bous
h & M. [11℄. Le
orollaire 3.18 qui en d�e
oule est le \th�eor�eme de dualit�e" d�emontr�e defa�
on di��erente par Gaubert & Gunawardena [30℄.3.2.3 Maximisation des syst�emes max-plusConsid�erons le mod�ele de Tetris �a deux 
olonnes et deux pi�e
es de la �g. 26.On veut d�eterminer 
+, la vitesse de 
roissan
e maximale d'un empilementd�e�nie 
omme suit (o�u h est la hauteur) :49
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+ = limn!1 1n maxu2�n h(u) : (50)
b

aFigure 26: Mod�ele de Tetris et empilement pire des 
as.Posons � = fa; bg. Soit (o;M;o) le triplet max-plus re
onnaissant lemod�ele de Tetris, 
f. th. 2.6. On a,maxu2�n h(u) = o
 maxu2�nM(u)
 o = o
 �maxx2� M(x)�n 
 o : (51)Dans le terme du milieu et dans 
elui de droite, max est le maximum 
o-ordonn�ee par 
oordonn�ee. Posons M = maxx2�M(x). En utilisant le th.spe
tral max-plus, on d�eduit de (38) et (51) que 
+ = poids moyen maximald'un 
ir
uit de M . On trouve don
,M = �2 12 1� _�2 31 2� = �2 32 2� =) 
+ = 52 :Par ailleurs le 
ir
uit (1 ! 2 !) est l'unique 
ir
uit de M de poids moyen5=2. Le long de 
e 
ir
uit, le 
oeÆ
ient M12 provient de la matri
e M(b)et le 
oeÆ
ient M21 de la matri
e M(a). On en d�eduit que l'empilement(ababab � � � ) a une vitesse de 
roissan
e maximale.�Evidemment, on n'a pas r�eellement besoin de l'analyse qui pr�e
�ede pourd�eterminer la pire fa�
on d'empiler les pi�e
es a et b de la �g. 26 !En revan
he, l'appro
he se g�en�eralise �a tout mod�ele de Tetris. Elle per-met de d�eterminer expli
itement 
+ et un ordonnan
ement dans le pire des
as. On peut ainsi montrer qu'il existe toujours un tel ordonnan
ement ave
une p�eriode 
ontenant 
haque pi�e
e au plus une fois (pourquoi ?).Plus g�en�eralement, l'appro
he s'�etend �a tout SIF max-plus. Proposonsun �enon
�e.Soit (Ti)i2I , un SIF max-plus, voir d�e�nition 2.20. On adopte la notation(22). Soit �+ : Rk ! R la forme topi
ale d�e�nie par �+(x1; : : : ; xk) =50



Jean Mairesse Mpri 2-17x1 _ � � � _ xk. Par sous-additivit�e, la limite suivante existe :
+ = limn!1 1n maxu2�n �+(o C u) : (52)La 
onstante 
+ est la vitesse de 
roissan
e extrêmale pour le syst�eme it�er�ede fon
tions. Dans (52), on peut rempla
er o par n'importe quel point x 2Rk sans modi�er les valeurs des limites (
ara
t�ere 1-lips
hitz des appli
ationstopi
ales). En revan
he, si on rempla
e �+ par une autre forme topi
ale, parexemple une forme 
oordonn�ee, ou en
ore ��(x) = mini xi, alors on 
hangela valeur des 
onstantes limites.Th�eor�eme 3.20. Soit un syst�eme it�er�e de fon
tions (Ti)i2I , Ti 2Maxp(Rk;Rk). Soit 
+ la vitesse de 
roissan
e maximale d�e�nie en (52).Alors 
+ est �egal au poids moyen maximal d'un 
ir
uit de la matri
e Masso
i�ee �a l'appli
ation max-plus maxi2I Ti. En d'autres termes,
+ = max16p6k maxi1:::ip Mi1i2 + � � �+Mipi1p :Soit M(u) la matri
e max-plus asso
i�ee �a Tu; u 2 I. Soit uij une lettrede I r�ealisant le maximum dans maxu2I M(u)ij . Soit (i1; : : : ; il) tels que(Mi1i2 + � � � +Mili1)=l = 
+ et soit w = ui1i2 � � � uili1 . On obtient un motin�ni maximisant �a partir du motif w. Posons www � � � = w1w2 � � � ; wi 2 I.On a limn �+(o C w1w2 � � �wn)=n = 
+.On peut �egalement proposer une version du r�esultat dans le 
adre(l�eg�erement plus large) des automates max-plus. La vitesse de 
roissan
emaximale d'un automate max-plus (�; �; �) est d�e�nie 
omme suit :
+ = lim supn 1n maxu2�n ��(u)� : (53)Un automate (�; �; �) d'ensemble d'�etats Q et d'alphabet � est �emond�esi tout �etat appartient �a un 
hemin r�eussi, 
'est-�a-dire :8i 2 Q; 9u; v 2 ��; ��(u)i 6= �1; �(v)�i 6= �1 :Th�eor�eme 3.21. Soit (�; �; �) un automate max-plus �emond�e sur l'alphabet�. Alors 
+ est le poids moyen maximal d'un 
ir
uit de la matri
e M =maxa2� �(a).Il faut prendre quelques pr�e
autions dans la manipulation des mots max-imisants. Soit w un motif maximisant d�e�ni 
omme pr�e
�edemment. Si u,resp. v, est l'�etiquette d'un 
hemin menant d'un �etat initial �a l'�etat i1, resp.de l'�etat i1 �a un �etat �nal, alors limn ��(uwnv)�=juwnvj = 
+.51



Jean Mairesse Mpri 2-17Retour aux r�eseaux de Petri 1-born�esSoit un RdP 1-born�e et vivant (T;P;F;M) de langage L, temporis�e par� : T t P ! R+. Rappelons les r�esultats de la se
tion 2.4. Soit (o;M;o)l'automate max-plus du mod�ele de Tetris asso
i�e au RdP. Soit (�; �; �)un automate max-plus re
onnaissant le langage L, 
f. x2.2. La dur�eed'ex�e
ution h : T� ! Rmax (h(w) = �1 si w 62 L) est re
onnue parl'automate tensoriel max-plus, 
f. d�ef. 2.13,A = (�
t o; �
tM; � 
t o) :On peut appliquer le th�eor�eme 3.21 �a l'automate A (apr�es �emondagepr�ealable si n�e
essaire). La vitesse de 
roissan
e maximale 
+ s'interprêtenaturellement. Appelons d�ebit total la somme des d�ebits des transitions. Led�ebit total dans le pire des 
as du RdP est �egal �a 1=
+. L'int�erêt de 
er�esultat est de fournir une borne inf�erieure pour le d�ebit total, quelque soitl'ex�e
ution in�nie 
onsid�er�ee.R�ef�eren
es bibliographiques.L'utilisation du th. spe
tral pour l'analyse dans le pire des 
as apparâ�tdans Gaubert [28℄. On peut raÆner et jouer ave
 l'alg�ebre en 
al
ulant lepire des 
as 
ontraint par un langage alg�ebrique L (on rempla
e �n par�n \ L dans (50)), voir [31℄. L'appli
ation aux RdP pr�esent�ee 
i-dessus estune extension de 
e type dans le 
as simple o�u L est rationnel.
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