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1 Introduction

Les systémes congus par ’homme (systémes informatiques ou de production,
réseaux de communication ou de transport) sont de nature tres différente des
systemes physiques classiques. Ils obéissent & des régles opérationnelles, ou
algorithmes, et les transformations ont lieu a des instants discrets, en réponse
a des événements ponctuels. Le terme de systémes a événements discrets
s’est imposé pour décrire de tels systémes. Comprendre les mécanismes
qui régissent ces systemes est un enjeu important. Dans ce contexte et en
amont, la premiere étape consiste & proposer des modeles mathématiques
pertinents. Un bon modele est celui qui réalise un compromis entre puis-
sance de modélisation et capacité d’analyse mathématique exacte. C’est ce
compromis réussi qui a engendré par exemple le succes de la théorie classique
des files d’attente Markoviennes, ou encore celui des réseaux de Petri.

On s’intéresse dans ce document & un ensemble de modeles de SED con-
struits autour du semi-anneau max-plus. Le modeéle de Tetris joue le réle de
fil rouge. 11 constitue un paradigme pour les différents modeles de systemes
a événements discrets qui vont nous intéresser. Ces derniers peuvent se voir
comme des spécialisations, variations ou extensions du modele de Tetris.
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2 Modeéle de Tetris et extensions

Ce chapitre est consacré a la présentation d’une suite de modeles
mathématiques apparaissant dans I’étude des systémes a événements dis-
crets. Le modele de Tetris joue le réle du pivot autour duquel viennent
s’articuler tous les autres modeles.

2.1 Des ateliers de production aux modeles de Tetris
Soit un modele d’atelier de production constitué de :

e trois machines : My, My, Mo;

e quatre tiches élémentaires : ag, a1, by, b1;

e deux gammes de produit : J, = aga, Jy = bybs.

La notation J, = aga; signifie que pour fabriquer un exemplaire de
I’objet J,, il faut réaliser les taches élémentaires ag puis a1, la tache ay
ne pouvant commencer qu’apres achévement de la tache ag. Par ailleurs,
chaque tache élémentaire doit étre exécutée par une machine spécifique,
pendant une durée donnée, et chaque machine ne peut traiter qu’une tache
élémentaire a la fois. Enfin, il faut terminer la fabrication d’un objet .J;,
avant d’entamer la fabrication d’un autre objet de la méme gamme J;.

Le tableau précise la machine associée & chaque tache, ainsi que la durée
d’exécution. Ici, ¢, € Ry et ¢, € Ry sont deux parametres du modele.

Tache a a1 b[] bl
Machine M1 M() M1 MQ
Durée 1 £, 1 4

La question est celle de 'ordonnancement : étant donné un carnet de
commandes (n, € N exemplaires de 1'objet J, et n, € N exemplaires de
lobjet Jy), comment choisir Pordre de passage des taches sur les machines
de facon & minimiser le temps d’exécution ?

On spécifie un ordonnancement sous la forme d’un mot w = wg - - - wy,_1
sur l'alphabet {ag,a1,bg,b1}. A Tinstant 0, on commence I'exécution de
la tache wq, puis I'exécution de la tiche w; commence au plus tot, étant
données les contraintes, etc.

Considérons par exemple le carnet de commande [n, = 2,n, = 1]. En
prenant en compte les contraintes (“jamais plus d’un exemplaire d’un objet
de chaque gamme en cours de fabrication”, “ag avant a,” et “by avant by”),
on obtient tous les ordonnancements possibles (11 est le produit de mélange,
“shuffle” en anglais, des combinatoriciens des mots) :

)

aparapar T bob1 = {agaiapaibobi, aparagbpaibr, agaiapbobiar,

(Zoalboagalbl, ey boblaoalagal} .
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Visualisons un ordonnancement & ’aide d’un diagramme de Gantt partic-
ulier. On considére une suite de colonnes indicées par My, J,, My, Jy, Mo (les
ressources). Chaque tache élémentaire est représentée par un bloc rigide ou
piéce, occupant les deux colonnes correspondant a sa machine et a sa gamme,
et de hauteur sa durée d’exécution. A un ordonnancement, on associe donc
une suite de pieces qui, soumises a la gravité, s’empilent suivant le principe
du jeu de TETRIS. La durée d’exécution de w est la hauteur de I’empilement
associé, on la note h(w).

. 0
i :

\MO\J \Ml\Jb\Mz\ \MO Ja\

a

I I |
My I, M, J

Figure 1: L’empilement associé au mot agbgbia;.

En illustration, on a représenté, en figure 1, 'empilement associé a
l'ordonnancement w = agbobiar. On a ici ¢, = 3/2,4, =2 et h(w) = 4.

7 a pour conséquence

La contrainte “jamais plus d’'un exemplaire
qu’'une piece de type ai, resp. by, repose toujours sur une piece de type
ag, resp. by, dans 'empilement. On peut des lors fusionner les piéces ag
et ay, resp. by et by, et obtenir un modele équivalent avec seulement deux
pieces a et b. En supprimant la premiere et la derniére colonne, on obtient
une représentation simplifiée du méme modele avec trois ressources et deux
pieces. La simplification est illustrée en figure 1. Ce dernier modele sera

réutilisé & de multiples reprises.

Remarque. La tradition en recherche opérationelle veut plutot que le dia-
gramme de Gantt soit représenté a ’aide d’un sous-ensemble des ressources
constitué soit des machines soit des gammes. On obtient alors des em-
pilements ot certaines pieces “flottent” dans les airs. Pour la suite des
développements, il est essentiel que les pieces soient soumises a la gravita-
tion, et donc de considérer toutes les ressources simultanément.

Proposons une définition formelle d’'un modele de Tetris général.

Définition 2.1. Un modele de Tetris est un quintuplet H = (T, R, R, 1, u)
dans lequel

e T est un ensemble fini dont les éléments sont appelés pieces;
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e R est un ensemble fini dont les éléments sont appelés colonnes;

e R: T — 2% donne le sous-ensemble des colonnes occupées par une
piéce;

o | = (l(a))aer, I(a) : R — RU{—oc} donne la hauteur du contour
inférieur de la piece a pour les différentes colonnes;

u = (u(a))aeer, ula) : R — RU{—oc} (avec u(a) > l(a)) donne le
contour supérieur de la piéce.

On suppose de plus :
e min,cp(q) l(a), =0 (en particulier, R(a) #0);

e r ¢ R(a) < l(a), = —00 <= u(a), = —c.

Par exemple, le modele de la figure 1 (droite), est un modele de Tetris

H=(T,R,R,l,u) avec

T ={a,b}, R={Jy, M1, Jp}, R(a)={J,, Mq}, R(b) ={Mi,.J,},
l(a) =10,0,—oc], u(a) =[1 444, 1, —o0],
1(b) = [00,0,0], u(b) = [~00,1,1+ ) (1)

Commentaires et bibliographie.

Le modele de Tetris peut s’avérer pertinent dans plusieurs contextes.
Tout d’abord on peut le voir comme un modele tache-ressource, dans la
lignée de l'atelier de production décrit ci-dessus. Les colonnes sont les
ressources, les pieces sont les taches, et la forme de la piéce traduit les
durées d’utilisation des ressources. Cette modélisation a été proposée simul-
tanément par Brilman & Vincent [13] et Gaubert & M. [31].

On peut également utiliser Tetris pour représenter certains modeles
physiques d’accumulation, par exemple 'amoncellement de flocons de neige
le long d’une vitre, voir la discussion sur le modele d’Eden dans Barabasi &
Stanley [4, Chap. 8].

Les animaux dirigés constituent une troisiéme incarnation de Tetris [12,
22, 74]. Etant donné un graphe orienté et un noeud distingué o, un animal
dirigé est un ensemble E de nceuds tel que tout élément de E peut étre
joint depuis o par un chemin orienté dont tous les nceuds sont dans E. Les
animaux dirigés sont un modele pertinent en percolation et en physique
des polymeres. Les animaux dirigés sur les réseaux carrés ou triangulaires
peuvent étre vus comme des empilements de Tetris particuliers.
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2.2 Des modeles de Tetris aux automates max-plus

Revenons sur le modele de Tetris défini en (1). Posons h, = ¢, + 1 et
hy = ¢y + 1. Le contour supérieur d’'un empilement peut étre représenté par
trois nombres, z,y, z, qui sont les hauteurs des trois colonnes, de la gauche
vers la droite. Lorsqu’on ajoute la piéce a, respectivement b, le contour
supérieur devient

x max(x,y) + hq x x
To |y | = | max(z,y)+1 |, resp. Tp |y | = | max(y,2) +1 (2)
z z z max(y, z) + hy

On a ainsi défini deux applications T, : R — R? et T; : R3 — R3. Ce
sont des exemples d’applications max-plus, voir section 2.7. Si la forme du
sol est 0 = (0,0,0) € R?, le profil supérieur de 'empilement w = wyq - - - wy, _1,
w; € {a,b}, est donné par

Twnq ©:-0 Tw1 o Two (0) : (3)

La dynamique de ce modele de Tetris se représente donc par un systeme
itéré d’applications de R? dans R?.

On peut par ailleurs réinterpréter (2) et (3) comme définissant des pro-
duits matrices-vecteurs de type particulier. On a

z ha he —o0 T

T. |y = 1 1 —oco|® |y (4)
z —o0 —oo 0 z
T 0 —00 —00 T

T |y = —oc 1 1 R |y (5)
z —oc  hy hy z

et, en notant respectivement M (a) et M (b) les deux matrices apparaissant
ci-dessus, on a

T,y -0 T 0 Tyy(0) = M(wn 1) ®--- & M(un) @ M(wp) ®0. (6)

Dans (4), (5) et (6), le symbole ® doit s’interpréter comme suit. Si A et B
sont deux matrices a coefficients dans R U {—oco} et de tailles compatibles,
alors A ® B est la matrice de coefficients (A ® B);; = maxy[A;, + By;l.
L’addition étant distributive par rapport au maximum, ceci définit un pro-
duit associatif ®, d’ou I'absence de parentheses dans (6).

Enfin, on peut représenter graphiquement le triplet (o, M(a), M (b)) &
I’aide de 'automate de la figure 2.

Il s’agit d’un automate a deux bandes : la bande d’entrée étiquetée dans
{a,b} et la bande de sortie pondérée dans R. Soit w un mot sur Palphabet
{a,b}. Soit h(w); le maximum sur tous les chemins étiquetés par w et
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alhg all al0
b|0 b1 b| hy
all b|1

alhg T|o b|

Figure 2: Automate associé au modele de Tetris de la fig. 1.

terminant dans 1’état 7 € {1,2,3} de la somme des poids le long du chemin.
En suivant I'interprétation combinatoire du produit matriciel, on obtient que
h(w); est égal au membre droit de I’égalité (6). En utilisant (3), on en déduit
que h(w); est la hauteur de 'empilement w sur la colonne i. I’automate de
la figure 2 est un automate max-plus, voir déf. 2.5.

On propose maintenant un énoncé formel des principes ci-dessus, pour
tout modele de Tetris et dans le cadre des automates max-plus.

Définition 2.2. Un semi-anneau est un ensemble K muni de deuz lois in-
ternes, l'une dite additive qui est associative et commutative et posséde un
élément neutre Oy, 'autre dite multiplicative qui est associative et possede
un élément neutre 1y. La loi multiplicative est distributive par rapport o la
loi additive, et Ok est élément absorbant pour la multiplication.

Définition 2.3. Le semi-anneau max-plus, noté Rya.x, est le semi-anneau
formé de Uensemble R U {—oc} et des lois max et +. Le semi-anneau min-
plus, noté Ruyin, est le semi-anneau formé de 'ensemble RU {400} et des
lois min et +. On définit de facon analogue les sous-semi-anneauz Zmax,
Nmin, etc.

Pour deux matrices A et B de tailles compatibles et & coefficients dans
le semi-anneau K, on définit les matrices A + B et AB de fagon usuelle.
I’ensemble K™*™ muni de ces deux lois est un semi-anneau.

On observe que pour le semi-anneau max-plus, la loi additive est le max
et la loi multiplicative est le +. On a Og,,,, = —oc et 1g,,,. = 0. On observe
aussi que max(a,a) = a, on dit que Ryax est un semi-anneau idempotent.
On notera parfois les opérations matricielles par A ® B, au lieu de AB, pour
signifier que le semi-anneau sous-jacent est Ry ax.

Définition 2.4. Soit K un semi-anneau et Q) et ¥ deux ensembles finis et
non-vides. Un K-automate ou automate & multiplicités dans K d’ensemble
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d’états QQ et d’alphabet Y. est un triplet (a,p, ), ot «, resp. [, est un
vecteur ligne, resp. colonne, de K9, et ot p est un morphisme de ¥* dans
K@*Q (pour u = uyug - - up,u; € B, p(u) = p(ur)p(ug) - pw(uy)). La série
reconnue par (a, p, 8) est la série S : ¥* — K telle que (S,-) = au(-)B.

Définition 2.5. Un automate max-plus, resp. min-plus, est un automate
a multiplicités dans Rmax, resp. Rmin-

all all

g gl

1\~ b1 |1

Figure 3: Automate & multiplicités.

Un K-automate se représente graphiquement par un graphe orienté dont
les arcs sont étiquetés dans X et pondérés dans K, avec des états initiaux et
terminaux pondérés dans K. Plus précisément, ’ensemble des états est Q;
pour tout (p,q) € Q*a € %, si u(a)y, # Ok, alors il y a un arc de p vers
q étiqueté par a et pondéré par p(a)p,; pour tout p € @, si o, # Ok (resp.
Bp # 0k), alors p est un état initial (resp. terminal) de poids «y, (resp. (p).

On transfere la terminologie de la théorie des graphes vers les K-
automates (chemin, circuit, etc). L’étiquette d’'un chemin est la con-
caténation des étiquettes des arcs qui le compose. Un chemin qui commence
dans un état initial et finit dans un état terminal est un chemin réussi. Le
poids d'un chemin réussi est le produit (dans K) du poids initial, des poids
des arcs et du poids terminal. Le poids d’'un mot w € 3* est la somme (dans
K) des poids des chemins réussis d’étiquette w, et vaut Oy s’il n’existe aucun
chemin réussi d’étiquette w. Le poids de w est égal a (S, w) = au(w)p.

Pour illustration, considérons 'automate de la fig. 3 et appelons S la
série reconnue. Si on interpréte I'automate dans le semi-anneau de Boole
B = ({Faux = 0, Vrai = 1},0u,et), alors S est la série caractéristique du
langage A*bA*. Si au contraire le semi-anneau sous-jacent est (N, +, x),
alors (S, w) = |wl|,. Enfin si on voit 'automate comme un automate max-
plus, on a (S,w) = |w| + 2 si w € A*bA* et (S, w) = —oo sinon.

Remarque. Un automate classique peut étre vu comme un automate
booléen, c’est-a-dire un automate & multiplicités sur le semi-anneau de
Boole B = ({Faux, Vrai},ou,et). On constate que B est isomorphe &
({—00,0}, max, +), et peut donc étre vu comme un sous-semi-anneau de
Rmax. En particulier, les automates classiques s’identifient aux automates
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max-plus dans lesquels les coefficients différents de —oo sont égaux a 0. On
utilisera cette remarque a plusieurs reprises (§2.4 et §3.2.3).

On dispose maintenant du bon formalisme pour énoncer le résultat.

Théoréme 2.6. Soit le modéle de Tetris H = (T,R,R,l,u) et soit s le
vecteur ligne de R® codant la forme du sol. Pour i dans R, soit 6; le vecteur
colonne de (R U {—oo})® défini par (6); = 0 et (8;); = —o0,5 # i. Soit
M : T* = R Je morphisme défini par

0 sis=r¢ R(a),
Va € T,Vs,r € R, M(a)sr = S u(a), —I(a)s sir € R(a),s € R(a), (7)
—00 Stnomn.

La série T — Rpax,w +— h(w);, qui a un mot associe la hauteur
de l’empilement sur la colonne i, est reconnue par lautomate maz-plus
(s, M, ;). La série T* — Rpax,w — h(w), qui @ un mot associe la hau-
teur totale de l’empilement, est reconnue par l’automate max-plus (s, M, 0),
oto=(0,---,0)T.

En rajoutant les états terminaux a P'automate de la fig. 2, on obtient
lautomate max-plus associé au modele de Tetris de la fig. 1 (droite). (Les
matrices M(a) et M(b) de 'automate de la fig. 2 sont les transposées des
matrices définies en (4)-(5). En effet, on lit les mots de la gauche vers la
droite dans un automate, alors qu’on compose les applications de la droite
vers la gauche dans un systéme itéré de fonctions.) On obtient par exemple

he 2 1+h 0
hab)=(0 0 0)® | he 2 1+h |®|[0] =max(he,2,1+h),
—oo 1 hb 0

et on retrouve que h(ab) = 4 pour les valeurs numériques h, = 5/2, hy = 3,
de la figure 1.

Notes bibliographiques et terminologiques.

Le théoreme 2.6 est démontré sous deux formes voisines dans Gaubert
& M. [31] et Brilman & Vincent [13].

Pour plus de détails sur la théorie générale des automates & multi-
plicités, on peut consulter [6, 26, 47]. Il existe des motivations variées
pour s’intéresser spécifiquement aux automates max-plus et min-plus. En
plus de la modélisation des empilements de Tetris, ils surgissent en recon-
naissance automatique de la parole [57], ou dans la résolution de certaines
questions (hauteur d’étoile, propriété de puissance finie) sur les langages
rationnels [41, 44, 70, 61].
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Terminons par quelques considérations de terminologie. Les automates
max-plus et min-plus sont affublés de divers noms dans la littérature : au-
tomates & distance, automates a cout, automates des financiers. Quant
aux semi-anneaux max-plus et min-plus, ils sont souvent désignés par
I’appellation “semi-anneaux tropicaux”; illustration : la récente mais tres
active “géométrie algébrique tropicale” [63]. Dans les années 1980-90, “semi-
anneau tropical” était réservé a Ny, le nom ayant été proposé par C. Chof-
frut (ou D. Perrin, les avis des historiens divergent sur ce point) en référence
et hommage au Brésil d’Imre Simon.

2.3 DMonoides de trace

Considérons les mots finis sur Paphabet & trois symboles {a,b,c}. On
suppose que les lettres a et b commutent et on identifie deux mots si
on peut passer de I'un a l'autre par commutations successives de let-
tres a et b adjacentes. Ceci définit une relation d’équivalence sur les
mots, dont les classes d’équivalence sont appelées des traces. Par exemple,
t = {aabch, abach, baach} est une trace.

La relation d’équivalence est compatible avec la concaténation. Ceci
permet de parler de la concaténation de deux traces, et donc d’équiper
I’ensemble des traces d’une structure de monoide. On vient de définir un
monoide de trace particulier.

A 1a suite de Viennot [75], visualisons les traces par des empilements de
pieces. Soit le modele de Tetris (déf. 2.1) constitué des colonnes {1, 2}, et des
pieces a, b et ¢, rectangulaires de hauteur un, et occupant les emplacements

R(a) = {1}, R(b) = {2} et R(c) = {1,2).

Figure 4: De gauche a droite, les mots aabcbh, abach, baach et la trace associée.

Deux mots sont équivalents, c’est-a-dire correspondent & la méme trace,
si et seulement si les empilements de Tetris associés sont identiques. On
illustre ceci en figure 4. La concaténation de deux traces correspond a la
superposition des empilements correspondants.

On propose maintenant une définition formelle des monoides de trace.

10
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Etant donné un ensemble non-vide A, on rappelle que le monoide libre
A* est le monoide constitué de I’ensemble des mots finis sur 'alphabet A
avec la concaténation comme loi interne.

Définition 2.7. Soit 3 un ensemble fini non-vide. Le monoide présenté
par 3 et R C X* x X* est le quotient du monoide libre ¥* par la plus
petite congruence contenant les relations u ~ v, (u,v) € R. On le note
(Y| u=nuv,(u,v) € R)T.

Définition 2.8. Soit ¥ un ensemble fini non-vide. Soit I C ¥ X 3 une
relation anti-réflexive et symétrique, appelée relation d’indépendance ou de
commutation. Le monoide de trace M(X, I) est défini par la présentation de
monoide

M(S,1) = (S | ab=ba, Y(a,b) € 1), (8)

Les éléments de M(X,I) sont appelés des traces. On appelle D =% x ¥\ T
la relation de dépendance.

Aux deux extrémes, on retrouve le monoide libre ¥* lorsque I = ) et le
monoide commutatif libre (N*, +) lorsque I = % x 2\ {(a,a),a € ¥}.

Tout monoide de trace M(X,7) peut s’incarner en un modele de
Tetris. L’ensemble des pieces est X et I’ensemble des colonnes est R =
{{a,b}, (a,b) € D}. L’emplacement des pieces est défini par R : ¥ — 2%,
R(a) = {{u,v} € R| a € {u,v}}. Enfin, les pieces sont rectangulaires et de
hauteur 1.

Remarque. Le théoréme 2.6 nous dit que la série X* — Nyax, w — h(w),
est reconnaissable. On peut étre plus précis en utilisant la terminologie
des séries reconnaissables sur un monoide quelconque, voir [66, Chap. II].
Si ¢ est une trace, on note h(t) la hauteur de I'empilement associé. La
série M (X, 1) = Npax,t — h(t), est elle aussi reconnaissable. C’est une
conséquence de la propriété suivante : (a,b) € I = M(ab) = M(ba).

Notes bibliographiques.

Pour la distinction fondamentale entre rationnels et reconnaissables dans
un monoide quelconque, on peut se réferer, par exemple, a [5, 26, 66]. Les
monoides de trace sont tres étudiés en Informatique théorique, voir par
exemple [23, 24, 25]. Mentionnons juste un résultat saillant. Langages
rationnels et reconnaissables ne coincident pas dans M(X, I) (sauf si I = ().
En effet si (a,b) € I alors (ab)* € Rat(M(3, 7)) mais (ab)* & Rec(M(3,1)).
Le théoréme d’Ochmanski caractérise les langages reconnaissables de M(%, I)
comme les langages rationnels pour lesquels I’étoile de Kleene n’est appliquée
qu’a des traces connectées (i.e. dont I'alphabet engendre un sous-graphe
connexe de (X, D)), voir par exemple [25, Chap.6].

Les monoides de trace apparaissent également en mathématiques comme
parents pauvres des groupes de trace.

11
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2.4 Réseaux de Petri

Revenons sur 'atelier de production de la section 2.1. La figure 5 est une
représentation sous forme de réseau de Petri de ’atelier.

Figure 5: Atelier de production.

Les jetons My, My et My correspondent aux machines. Le jeton J;, 1 €
a, b}, matérialise le degré d’avancement de la production d’un objet de la
;054 g p J

gamme J;.
On a représenté en figure 6, le cycle de production correspondant a
I'ordonnancement w = agbga1by, en indiquant & chaque étape la tache

élémentaire effectuée et sa durée.

Figure 6: Fabrication d’un objet de chaque gamme suivant agbga;b;.

La durée totale d’exécution h(w) n’est pas la somme des durées
élémentaires, certaines des taches étant effectuées en parallele. En revanche,
d’apres ce qui précede, h(w) est la hauteur de 'empilement du modele de
Tetris 1, et se calcule a 'aide de 'automate max-plus de la figure 2.

12
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D’une facon générale, la dynamique de tout réseau de Petri 1-borné
temporisé peut se représenter a I'aide d’un modele de Tetris, et donc d’un
automate max-plus. On propose maintenant un énoncé précis de ce résultat.

Définition 2.9. Un Réseau de Petri (RdP) est un quadruplet § =
(T,P,F, M), oi (T,P,F) est un graphe fini orienté biparti dont les neuds
sont TUDP et les arcs FC (T x PYU (P x T), et o M € N”. Les éléments
de P sont les places, ceuz de T les transitions, les éléments de N sont les
marquages et M est le marquage initial.

Il existe une convention graphique standard pour les RAP : les places
sont représentées par des cercles, les transitions par des rectangles, et le
marquage M (p),p € P, est matérialisé par p jetons a U'intérieur de la place
p, voir figures 5 et 6.

La particularité d’'un RdP est d’étre un objet dynamique. La structure
de graphe n’est jamais modifiée mais le marquage évolue suivant la régle de
tir (ou franchissement en version plus pacifique) définie ci-dessous et illustrée
en figure 6.

1. Une transition a est habilitée dans le marquage M si chaque place
d’entrée de a contient au moins un jeton;

2. une transition habilitée a peut étre tirée : le tir de a transforme le mar-
quage M en M' obtenu en enlevant un jeton de chaque place d’entrée
de a et en ajoutant un jeton dans chaque place de sortie de a. On écrit
M <a=M.

Avec un RdP, on peut modéliser la concurrence, le choix (ou conflit,
pour les pessimistes) et la synchronisation, cf. figure 7.

Figure 7: Concurrence, choix et synchronisation.
Un automate classique peut étre vu comme un réseau de Petri sans
synchronisation (ou machine d’états) avec un seul jeton.
Langage d’un réseau de Petri.

Un mot w = wowy---w,_1 € T* est admissible pour M, ou con-
stitue une suite de tirs pour M, s’il existe une suite de marquages M =

13
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My, My, ..., M, = M’ tel que M; < w; = M;y1. On écrit alors M < w =
M’. On dit également que M’ est atteignable depuis M. On pose

RM)={M'eN’ |[JweT" Maw=M}

pour I'ensemble (éventuellement infini) des marquages atteignables depuis
M.

Définition 2.10. Le graphe des marquages est le graphe orienté d’ensemble
de neuds R(M) et d’ensemble d’arcs {M' — M' < t, M' € R(M),t €
T}. On le note (R(M),—). On peut également le voir comme automate

-y iy ; t
des marquages en considérant les arcs étiquetés {M' — M' < t, M' €

R(M),t € T}. L’état initial est M et tous les états sont terminauz. On le

note (R(M), 5).

Le langage L d’un réseau de Petri de marquage initial M est I’ensemble
des mots admissibles depuis M,

L={weT |IM eN’, M quw=M'}. (9)

Lorsque R(M) est fini, L est un langage rationnel et (R(M),g) est un
automate fini reconnaissant L.

Définition 2.11. Un réseau de Petri de marquage M et de langage L est
e vivant si : VYu € L.Vt € T,dv € T* wuvt € L;
e borné si : FEkeENVue LVpe P, (M <u)(p) <k;

e I-borné si : VYue LVpeP, (M <u)(p) <l1.

Un RAP est borné si et seulement si R(M) est fini. Un RdAP borné est
vivant si et seulement si chaque composante fortement connexe terminale de

(R(M), I)) contient toutes les étiquettes.

Remargque. On peut voir de fagon plus abstraite un réseau de Petri
comme un ensemble de vecteurs { M, (t);c7} avec M € N” et t € {—1,0,1}7.
Le vecteur t correspond & la transition . On a t, = —1 si p est une place
d’entrée mais pas de sortie de ¢, t, = 1 si p est une place de sortie mais pas
d’entrée de ¢ et t, = 0 sinon. Un mot w = wowy - -~ w,—1 € T* est admissible
si

i
Vie{0,...,n 1}, M+ w;>(0,-,0).
i=0

On a alors M <« w = M + 27;01 wj. Lorsqu’on remplace la contrainte

t e {71,0,1}TP par t € Z7, le modele est appelé systéeme d’addition de
vecteurs, voir par exemple [62].

14
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L’analyse classique des RAP repose pour une grande part sur des tech-
niques d’algebre linéaire et sur la matrice N obtenue en juxtaposant les
vecteurs (t);cg (c’est la matrice d’incidence du graphe (T, P, F)).

Langage de trace d’un réseau de Petri.

Le langage L n’est pas tres adapté a la description des exécutions d’un
RdP.

O N

[a] a | b
%l O i O T T T
Figure 8: Exécution séquentielle et trace d’exécution.

Considérons en effet le RAP de la figure 8 (gauche) et ’exécution con-
sistant a franchir de facon concurrente les transitions a, b et ¢. Il y a
six mots dans L qui correspondent & cette unique exécution, ou plutét a
six séquentialisations possibles de I'exécution. (On parle d’une sémantique
d’entrelacement.)

Pour remédier & cet inconvénient, une idée naturelle consiste a
représenter les exécutions par des traces plutdot que par des mots.

Pour ce faire, on se restreint aux réseaux de Petri 1-bornés (pour une
discussion du cas général, on se réferera a Diekert [23]). On dit que deux
transitions sont indépendantes si elles ne partagent aucune place ni en entrée
ni en sortie. Formellement, on définit

I={(a,b) eTxT|("aUa®)N("bUD*) = )}

ou’z ={y | (y,z) € Ft et z°* = {y | (z,y) € F}. Soit M(T,I) le monoide
de trace (déf. 2.8) correspondant. On représente les exécutions par des
traces de M(T,I). Ce faisant, on identifie deux mots de L s’ils ne different
que par l'ordre de séquentialisation des franchissements concurrents. Soit
m: T* = M(T,I) le morphisme canonique. On appelle (L) le langage de
trace du RdP.

Le langage w(L) est évidemment un rationnel de M(X, I), mais on peut
aussi montrer que c¢’est un reconnaissable. (Cf. les Notes bibliographiques
de la section 2.3.)

On peut visualiser M(T,I) a I'aide d’un modele de Tetris d’ensemble de
colonnes P, la piece a occupant les emplacements (*a U a®), cf. la figure 8
(droite).
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Réseau de Petri temporisé.

La dynamique d’évolution du marquage dans un réseau de Petri est de
nature “logique”. Pour introduire une dimension temporelle, il faut enrichir
le modele.

Un réseau de Petri temporisé est un RAP avec un temps de tir constant
7(a) € Ry associé a chaque transition a, et un temps de latence (ou de séjour)
7(p) € Ry associé a chaque place p. Le tir des transitions se fait suivant
la sémantique suivante. Supposons que la transition a devient habilitée a
I'instant ¢. La transition peut alors étre mise a feu, auquel cas le tir a lieu
en trois étapes :

1. & l'instant ¢, un jeton est retiré de chaque place d’entrée;
2. a linstant ¢ + 7(a), un jeton est ajouté dans chaque place de sortie;

3. alinstant t+7(a)+7(p), le jeton ajouté en place p est prét a participer
a I’habilitation d’autres transitions.

Ainsi, si le tir d’une transition est décidé, celui-ci a lieu “au plus tot”.
On notera aussi que les décisions prises sur les transitions a franchir ne
prennent pas en compte le temps, tous les choix logiquement admissibles
sont possibles (par opposition aux sémantiques de compétition, également
classiques pour les RAP temporisés).

On suppose que ’évolution temporelle du RAP débute & I'instant 0 dans
le marquage initial. Etant donné un mot admissible w € L, tel que M <«
w = M', on note h(w) la durée d’exécution de w, c’est-a-dire le premier
instant auquel toutes les transitions de w ont fini leur tir, et tous les jetons
de M’ ont fini leur temps de latence.

On peut maintenant énoncer le résultat principal. L’idée est la suivante :
on part de la représentation par des piéces de Tetris de hauteur 1, et on code
le temps par une déformation des pieces, voir fig. 9 (les temps de tir et de
latence sont indiqués entre parenthéses).

o= S

2 040 T T e
@p p4(0) pl p2 p3 p4

Figure 9: Piece déformée.

Théoréme 2.12. Soit (T,P,F, M) un réseau de Petri 1-borné de langage
L et temporisé par 7 : T U P — Ry. On considére le modeéle de Tetris
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(T,P,R,l,u) avec R(a) =*aUa®, Vp € R(a),l(a), =0 et

u(a), = {T(a’) +7(p) sipea®
p 0 sip€ ("a\a®)

Soit M : T* — RYXP le morphisme maz-plus associé i ce modéle de Tetris.

Siw € L, la durée d’exécution est donnée par h(w) = o M(w) o.

Lorsque w € L, 'empilement w n’a pas d’interprétation pour le réseau
de Petri.

Il est en général possible d’associer & un RAP temporisé un modele de
Tetris avec un ensemble de colonnes strictement plus petit que P, par exem-
ple avec une colonne par composante machine d’états dans un recouvrement
du RdP par machines d’états.

Lorsqu’on applique ce programme au RdP de la figure 5 (les temps de
tirs étant 7(ag) = 1,7(a1) = g, 7(bg) = 1,7(b1) = 4y, et les temps de séjours
étant tous nuls), on obtient précisément le modele de Tetris de la figure 1
(gauche), et donc, aprés simplifications, 'automate max-plus de la figure 2.

On peut résumer ce qui précede comme suit. Le RdAP temporisé est
analysé a travers deux objets :

¢ le langage rationnel L pour I'aspect logique;
e le modele de Tetris pour 'aspect temporisé.

11 est possible de synthétiser ces deux objets en un seul. Commencons par
une définition.

Définition 2.13. Dans un semi-anneau K, le produit tensoriel d’une ma-
trice A de dimension v X s et d’une matrice A" de dimension ' x s' est la
matrice AQ'A" de dimension rr'xss" définie par (AR A"); i) (j.j1) = A,;jA;,j,.
Le produit tensoriel des K-automates A = (o, u,B) et A" = (', p', 3') est
le K-automate A @' A" = (@ @' o/,p @' 1/, & B'). Soit §(A),S(A") et
S(A®'A") les séries reconnues par A, A' et AQA'. On a (S(AR'A'), w) =
(S(A A", w)(S(A & A"),w) (produit dans K).

Le langage L est rationnel, donc, cf. §2.2, il existe un automate max-plus

(v, i, B) tel que
0 siw € L
op(w)f = { si w .

—00 sinon

La série durée d’exécution h : T* — Rpax (avec la convention h(w) = —oo si
w ¢ L) vérifie h(w) = (ap(w)B) @ (oM(w)o). Elle est donc reconnue par
I’automate max-plus

(a®'o,u®@ M, 82" 0).
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Notes bibliographiques.

Les réseaux de Petri ont été introduits par Carl Adam Petri dans les
années 1960 pour modéliser les systémes concurrents. Pour plus de détails
sur la théorie classique des RAP non-temporisés, on peut consulter Mu-
rata [59] et Desel & Esparza [21]. Il existe de nombreux modeles d’extensions
temporisées des RAP, voir par exemple Ajmone-Marsan & al [1] et Haas [40].
Des modeles différents de celui présenté ci-dessus seront considérés en §2.6.
L’idée d’utiliser les langages de trace pour représenter les exécutions des
réseaux de Petri est due & & Mazurkiewicz [55, 56]. Le théoréeme 2.12 est
montré dans Gaubert & M. [32].

Mentionnons au passage un dernier aspect. L’automate des marquages
d’un RdAP 1-borné peut étre vu comme un cas particulier trés spécifique
d’automate asynchrone. Ces derniers constituent la “bonne” notion de ma-
chine finie dans les monoides de trace. Le théoreme de Zielonka établit
en effet I’équivalence entre langages reconnaissables de M(3, I) et langages
reconnus par automate asynchrone, voir par exemple [25, Chap. §].

2.5 Mise en perspective

On vient d’établir une correspondance entre réseaux de Petri, modeles de
Tetris et automates max-plus. Au dela de 'aspect ludique, on peut se de-
mander quelle est I'utilité réelle de cette correspondance.

La premiere réponse est pédagogique : la correspondance permet
d’enseigner de fagon unifiée plusieurs formalismes standards de 1’étude des
systemes a événements discrets.

Mais, la correspondance peut aussi servir d’aide & I’analyse ou a la si-
mulation. La modélisation par produits de matrices max-plus nous a ainsi
permis d’abstraire et simplifier plusieurs preuves sur le comportement des
réseaux de Petri temporisés dans [8]. Quant & la représentation & la Tetris,
elle fournit par exemple I'intuition visuelle qui sous-tend les méthodes bijec-
tives utilisées pour énumérer les traces [75]. Enfin, cette dimension visuelle
fait des modeles de Tetris une excellente source d’exemples et de contre-
exemples, que nous avons exploitée dans [45].

Dernier élément de réponse, les automates max-plus fournissent le bon
cadre théorique pour formuler et résoudre certains problémes d’analyse
asymptotique et d’optimisation de systemes a événements discrets.

2.6 Graphes d’événements

Revenons encore une fois sur l'atelier de production des figures 1, 2
et 5. Cette fois-ci, on fixe l'ordre w = aga1bgbi, et on s’intéresse a
I’ordonnancement cyclique www - - - . On peut représenter le fonctionnement
de I'atelier sous la forme du RdP de la fig. 10.
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Figure 10: L’atelier avec un ordonnancement cyclique.

Par rapport au RdP de la fig. 5, la place de choix a disparu, elle a été
remplacée par un circuit codant en dur I'ordre imposé pour le traitement
des taches. On a (th. 2.12),

he 2 14 hy
h(w") = o0 M(w)" o, M(w) = hoe 2 1+h
—oo 1 hy

La dynamique est donc entierement déterminée par un automate max-
plus & une lettre, c’est-a-dire par les puissances d’une matrice max-plus.

Ce principe est valide pour la classe générale des graphes d’événements
temporisés vivants, sans contrainte de bornitude, avec une modélisation
légerement différente. Précisons le résultat.

Définition 2.14. Un graphe d’événements (GE) est un réseau de Petri
(T,P,F, M) tel que pour toute place p, on ait |*p| = |p*| = 1.

Un GE est vivant si et seulement si chaque circuit contient au moins un
jeton. Par ailleurs, la propriété suivante est vraie pour un GE vivant de
langage L (on reprend les notations de systéme d’addition de vecteurs de
§2.4) : pour M € NV, M' € N7, (k;);eq € N7,

M+ kt=M] = [FweLVteT, |lwi=k, Maw=M].
teT

”

Enfin, la contrainte “Vp, |*p| = [p®| = 17, entraine directement que M +

> ieqt = M. Conclusion et point crucial pour la modélisation & venir, pour
un GE vivant, on a

Jwel, VieT, |lw=1, M<w=M. (10)

Considérons maintenant un GE vivant avec temporisations 7 : TU P —
R, évoluant suivant la sémantique définie en §2.4.
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L’idée est de regarder le GE apres I'exécution de w™,n € N, c’est-a-dire
apres n tirs de chaque transition. Ce faisant, comme M < w = M, on voit
toujours le GE sous le marquage initial M. Cette simple observation recéle
une subtilité. Les instants de n-ieme tirs des transitions n’ont pas de raisons
d’étre égaux. C’est donc un RAP avec des horloges locales non-synchronisées
qui “est” dans I’état M. Si on filme I’évolution du RAP en temps réel, il se
peut que l'on ne voit jamais réapparaitre le marquage M.

Soit z(n) = (z(n):)ies le vecteur des instants de fin de n-iéme tir des
transitions. On a

z(n)y :glqu[x(n—M(p))erT(p)] +7(t) . (11)

Par exemple, si on se concentre sur la transition by du GE de la fig. 10,
on obtient : x(n), = max[z(n)q,,z(n — 1), ]+ 1.

Les équations (11) ne font intervenir que les opérations max et +. On
peut donc réécrire (11) sous forme matricielle dans le semi-anneau max-plus,
voir déf. 2.3. Ci-dessous, le produit matriciel s’interprete dans Ry, et V
est le maximum coordonnée par coordonnée. On a :

z(n) = Apz(n) V Aiz(n —1) V-V Apz(n —m), (12)

ot m = max, M(p). Précisément, on a A, € RIX7 et
(Au)is = Maxy|j i M(p)=u T(P) +7(i) si{p|j—p—i Mp)=u}l#0
K —00 sinon .

L’équation (12) est implicite avec xz(n) des deux cotés de 'égalité. Posons
y=A1x(n—1)V---VApz(n—m). On obtient en remplagant successivement
z(n) par Agz(n) V y dans le membre droit de 1’égalité :

z(n) = AZz(n)V Agy Vy, z(n) = AiTz(n)v Akyv .-V Ay Vvy. (13)

En jonglant avec l'interprétation combinatoire du produit matriciel, on
obtient : “GE vivant” = “tous les circuits sont marqués” = “le graphe
. T ;
de Ay est acyclique” = “Al) = (—00)i;".
Posons
« LY
Ap = max Ay = max A
i€N i=0

c’est 1'étoile de Kleene de Ay dans RY*7). On déduit de (13), Péquation
max

z(n) = AgA1z(n — 1) V.-V AgAmz(n —m) . (14)

On a donc obtenu une représentation sous la forme d’une récurrence
auto-régressive max-plus linéaire.
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On peut transformer cette récurrence en une récurrence d’ordre 1 &
laide de manipulations standards. Définissons le vecteur colonne X (n) =
(z(n),z(n—1),2(n—m+1)). Il existe une matrice max-plus A de dimension
(Tx{l,...,m}) x (T x {1,...,m}) telle que

X(n)=AX(n-1). (15)
Pour achever la détermination de (15), il faut fixer les conditions initiales.
De nombreux choix sont possibles. Le plus simple consiste a supposer qu’a

Iinstant 0, tous les jetons sont simultanément disposés dans le GE, temps
de latence non-effectués. Ceci revient a poser X(—1) = o.

Il existe une autre approche pour obtenir une équation de type (15).
Il s’agit de transformer le GE initial en un GE “équivalent” avec au plus
un jeton par place. Pour ce dernier GE, les étapes (11)-(14) fournissent
directement une équation de type (15).

& - P

Figure 11: Transformation de GE.

Le type de tranformations en jeu est illustré en fig. 11, voir Gaujal &
Jean-Marie & M. [33, 34] pour plus de détails et pour le parallele avec le
“retiming” de circuit a la Leiserson & Saxe [48].

On peut résumer ce qui précéde par ’énoncé suivant.

Théoreme 2.15. Considérons un graphe d’événements vivant temporisé.
Les instants de tirs successifs d’une transition donnée sont reconnus par un
automate maz-plus a une lettre. Ce dernier peut étre choisi avec un espace
7 . +
?
d’états de cardinal |T|+ 3 ,cq maxyepe [M(p) — 1]

On peut proposer une extension du modele avec des temporisations qui
varient au cours du temps. Le point essentiel, pour pouvoir continuer a
modéliser la dynamique par une équation de récurrence max-plus, est de
s’assurer qu’il n’y a pas de dépassements entre jetons. Pour ce faire, on
considere un GE vivant (T, P, F, M) avec :

e Des temps de séjour constants : 7: P — Ry;

e Si la transition @ appartient & un circuit contenant un seul jeton, alors
a posséde des temps de tir variables : 7(a) = (7(a)n)nen, 7(a)n € Ry.
Sinon, a posséde des temps de tir constants : 7(a) € Ry.
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Sous ces restrictions, on peut suivre le méme programme que précédemment.
On aboutit a la place de (15) & une récurrence max-plus du type

X(n) = A(n—1) X(n—1). (16)

Il est particulierement intéressant de regarder une variante aléatoire. Pour
les transitions appartenant & un circuit & un seul jeton, 7(a) = (7(a)n)nen
est une suite de v.a. On aboutit alors a la récurrence (16) ou (A(n)), est
une suite aléatoire de matrices max-plus.

Revenons & un GE vivant avec temporisations constantes. Lorsque les
temporisations sont & valeurs entieres, il existe une mise en équation duale
qui utilise les compteurs (combien de tirs de la transition ont eu lieu jusqu’a
la date n) au lieu des dateurs (& quelle date a eu lieu le n-ieme tir de la
transition). On aboutit & une équation de type (15) mais dans le semi-
anneau min-plus. On peut également considérer a la fois les dateurs et les
compteurs a travers une modélisation dans un semi-anneau adéquat baptisé
du beau nom de M&*[v, 6].

Références bibliographiques.

Les récurrences max-plus du type (15) ont été étudiées depuis les années
50, initialement comme modeles des problemes de plus long chemin [19, 36].
Leur réle clé dans la modélisation des systémes avec synchronisation a été
mis en lumiére par le groupe max-plus de 'INRIA Rocquencourt [16]. 11 ex-
iste des ouvrages de synthese sur cette approche : [3, 42]. La modélisation
par compteurs et dateurs est traitée en détail dans [3, Chap. 5]. Les
récurrences max-plus apparaissent également dans d’autres contextes : par
ex. le modele de Frenkel-Kontorova pour les chaines d’atomes dans une
structure cristalline [37], ou encore I’étude des solutions de viscosité de cer-
taines équations aux dérivées partielles non-linéaires [54].

2.7 Applications topicales

On considére un jeu & deux joueurs, A et B, défini comme suit. Le plateau de
jeu est un graphe fini orienté, biparti et valué d’ensemble de nceuds (cases)
AU B, d’ensemble d’arcs £ C (A x B) U (B x A) et de valuation ¢ : £ — R.

Un jeton est disposé initialement sur une des cases de type A du plateau.
L’un apres 'autre, les joueurs déplacent le jeton en suivant un arc. Le joueur
A (resp. B) joue lorsque le jeton est sur une case de type A (resp. B).
Déplacer le jeton suivant l’arc e rapporte un gain c(e) au joueur A, et un
gain —c(e) au joueur B (on parle d’un jeu & “somme nulle”). Un tour de jeu
est constitué par un mouvement de A suivi par un mouvement de B.

Posons v(n) = (v(n);); € R4 oltw(n); est le gain du joueur A si la position
initiale du jeton est 4, et si les deux joueurs jouent de facon optimale une
partie & n tours.
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Le principe de Bellman (ou principe de la programmation dynamique),
dont l'intuition est claire, nous dit que ’équation suivante est vérifiée,

); = i (4, k = 17
o(mi= _max (e )+ min el k) o -] | - (17)

Définissons la matrice Cy € R2%E par (Ca)ij = c(4,5) si (i,7) € (Ax B)NE
et (Ca)ij = —oo sinon. Définissons de méme la matrice Cp € [Rfﬁf]A par
(CB)ij =c(i,4) si (i,j) € (Bx A)NE et (CB)ij = 400 sinon.

En notant le produit matriciel max-plus par ® et le produit matriciel
min-plus par ®, on obtient une écriture condensée pour (17),

v(n) =Cs® (Cg ®@v(n—1)).

Ecrivons I'équation précédente sous la forme v(n) = @(v(n—1)). On obtient
v(n) = ¢"(0), on o = (0,...,0).

Remargque. On peut suivre la méme démarche pour un jeu a un
seul joueur. Le vecteur de gain optimal satisfait alors une équation de
récurrence max-plus : v(n) = Cy ® v(n — 1). Ceci fournit une motiva-
tion complémentaire de celle de la section 2.6 pour étudier les applications
max-plus.

On dit que @ est une application min-mazx-plus. Les applications min-
max-plus constituent une classe importante d’applications topicales. Avant
de définir formellement ces derniéres, on propose une seconde maniere de
motiver leur introduction.

Imaginons un SED comme une boite noire a travers laquelle transitent
des objets ou clients ou signaux. On observe uniquement les dates d’entrée
et de sortie du systeme des objets-clients-signaux. Il est naturel dans ce
contexte de faire les deux hypotheéses suivantes :

e si on retarde les dates d’entrée, alors les dates de sortie sont également
retardées;

e si on retarde les dates d’entrée d’une méme durée d, alors les dates de
sortie sont également retardées de d.

Une application topicale est un modele simple permettant de capturer
ces deux principes.

Définition 2.16. Une application T : R™ — R™ est topicale si elle est
croissante pour l'ordre produit (x >y si Vi, z; > y;),

Vx,y eR", x>y = T(x)>T(y),
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et “additivement homogene”,
Vx e R", VAER, T(x+(A....A)=T(x)+(A...,N).

On note Top(R™,R™) ’ensemble des applications topicales de R™ dans R™.
Une forme topicale est une application de Top(R™,R).

Définissons le plancher et le plafond de deux vecteurs x,y de R™ par
|z, y| = min;(y; — x;) et [z,y] = max;(y; — z;). Une application topicale
releve les planchers et abaisse les plafonds [39] :

T € Top(R",R™) «—= Vx,y € R", |T(x)
— Vx,y € R", [T(x)

X,y]

T(y)] 2L
T(y)] < [yl (18)

En traduisant “plafond” par “top”, on obtient une justification (convain-
cante ?7) du terme topical. On déduit de (18) qu’une application topicale
est 1-lipschitz par rapport a la norme sup,

T € Top(R",R") = Vx,y €R*, [T(y) -T)| <y —x[l, (19
ou ||u|| = max; |u;|.

Définition 2.17. Soit 1 = (1,...,1) € R¥ et soit R¥/R1 l'espace projectif
additif obtenu en identifiant x ety si AN € R, (z1,...,21) = A+y1,..., A+
yr). L’application de passage au quotient est notée m : RE — RF/R1. Une
application topicale T € Top(RF, R*) induit une application quotient notée
T : R¥/R1 — RF/R1.

Bestiaire. Proposons un petit bestiaire d’applications topicales. Si x —
T(x) = (T1(x),...,T;n(x)) est une application topicale, alors

e x— T(x)+ (A1,...,Am), Ai € R, est une application topicale;
e x — T'(kx)/k, k € R\ {0}, est une application topicale;

e x — T;(x) est une forme topicale, pour tout i.

D’autre part, si x — T;(x) est une forme topicale pour tout 7, alors
x = T(x) = (Th(x),...,Tm(x)) est une application topicale. II suffit donc
de décrire des formes topicales. Les applications suivantes de R” dans R sont
topicales :

e Coordonnée : x — x;;
e Barycentre : x — Y . a;x;, Vi,a; >0, >, a; = 1;

e Max-plus : x — max;(a; + ;), Vi,a; € RU{-oc}, Ji,a; # —oc;
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e Min-plus : x — min;(a; + z;), Vi,a; € RU{+oc}, Ji,a; # +o0;
e Conjugué-linéaire: x — log (ZZ a; exp(smi))/s, Vi,a; € Ry, Ji,a; # 0.

Notons Maxp(R",R™), resp. Minp(R"”, R™), I'ensemble des applica-
tions max-plus, resp. min-plus, de R” dans R™. Notons a V b = max(a, b) et
a A b = min(a,b).

Lemme 2.18. Une application T € Top(R™, R™) est maz-plus, resp. min-
plus, si et seulement si

Vx,y € R", T(xVy)=T(x)VT(y), resp. T(xANy)=T(x)AT(y).

Derniere classe importante de formes topicales :

e Min-max-plus :
x = Ty(x) A+ ANT(x), Vi,T; € Maxp(R"”,R) (forme conjonctive);
ou

x— T1(x) V- VTi(x), Vi,T; € Minp(R",R) (forme disjonctive).

En fig. 12, on a représenté le graphe de l'application min-max-plus
T : R? — R définie par

T(z,y) = [zVy|Allz-1)Vy+D]Al(z—2)V(y+2)]
Az =3)V(y+3)] Az -5 V(y+5)]Allz+5) Vy].

Le graphe est invariant par translation le long de (1,1,1), ce qui cor-
respond a ’homogénéité additive. Par ailleurs, 'application est affine par
morceaux avec un nombre fini de morceaux. C’est le cas pour toute appli-
cation min-max-plus.

Les applications conjuguées-linéaires permettent d’établir une passerelle
entre applications linéaires sur le cone positif et applications max-plus.

Soit A une matrice de R2X™  avec A;. —00,...,—00) pour tout i.
max 2, ) )

Notons mp(A) Papplication max-plus associée définie par

mp(A4) :R" - R™, x>y, y; = m;ax(A,;j + ;). (20)

Soit A une matrice de R*™, avec A;. # (0,...,0) pour tout 7. Pour
s € Ry \ {0}, on note cl(A4, s) Papplication conjuguée-linéaire définie par

cl(4,s) : R" - R™, x =y, exp(sy) = Aexp(sx), (21)

c’est-a-dire y; = 1/slog (27 A;jexp(sz;))) pour tout 4.
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16

-16
-16

Figure 12: Le graphe de l'application min-max-plus 7'.

Lemme 2.19. Soit A une matrice de RY3T, avec A;. # (—o0,...,—00)
pour tout i. Lorsque s — oo, les applications cl((exp(sAij))ij,s) convergent

uniformément vers mp(A).

Dans I'énoncé qui précede, on adopte la convention exp(—oc) = 0. Le
lemme se démontre sans difficultés.

Définition 2.20. Un systeme itéré de fonctions (SIF) topical est une col-
lection d’applications (T})icr, I fini, T; € Top(RF, RF).

On utilisera la notation suivante : pour w = wg - - - w,_1 € I* et x € R¥,
xdw="T,, ,0--0Ty(x). (22)

Soit T' = (T})icr, T; € Maxp(RF, R¥) un SIF max-plus et soit un vecteur
initial x € R¥. On peut naturellement associer & ce SIF 'automate max-plus
(x,7,0), oit T(4) est la matrice max-plus associée a T; et oit T : I* — REXE
est le morphisme défini par les T(3),7 € I. Soit ay : R¥ — R la forme topicale
définie par ay (21,...,25) =21 V- Vap. Onax® T(w)®o0 = ay(x < w)
pour tout w.

Dans la suite, on se placera soit dans le cadre des SIF max-plus, soit

dans celui des automates max-plus, suivant le contexte.

Causalité et retardateurs.
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Mentionnons pour terminer deux développements importants de la no-
tion de topicalité introduits par Bousch [9, 10].

Le premier développement est une restriction. Une application topicale
T :R" — R™ est dite causale si elle vérifie, Vx,y € R”, VA € R,

XA )=y AN A = TE)AN .. N =TF) A, ..., \).

Cette hypotheése est naturelle dans le contexte de la modélisation des SED.
Elle signifie intuitivement qu’un événement ayant lieu a la date A ne peut
influencer que les événements postérieurs a .

Les applications topicales causales ont un bon comportement dy-
namique [10], contrairement aux applications topicales générales (cf. le
contre-exemple de Kohlberg & Sparrow en §3.1). En particulier elles ap-
partiennent a la classe “uniformément topicale” qui sera définie en §3.1.

Le second développement est une extension de la notion de topicalité
dans un cadre aléatoire. Soit (2, F, 1) un espace de probabilité. On suppose
lexistence d’'une action R x Q@ — Q, (t,w) — t + w préservant la mesure
(u(t + A) = u(A)). Un retardateur est alors une application u : X R — R
mesurable, croissante en z & w fixé et vérifiant

Vi, € R, Vw e Q, u(t+w,t+z)=t+u(w,z). (23)

Un retardateur permet de modéliser des mécanismes de retard du type de
ceux induits par le métro, ou les feux rouges. Les retardateurs ont de bonnes
propriétés dynamiques [9]. Une perspective serait de développer une théorie
des graphes d’événements retardés (ou réseaux avec synchronisations et feux
rouges). Une autre perspective serait d’étudier les retardateurs en dimension
supérieure, soit u : 2 x R™ — R", mesurable, croissante en 7 a w fixé et
vérifiant

VieR, Vx eR", Vwe Q, u(t+w,(t,...,t) +x)=(t,...,t) + u(w,x) .

Bousch propose d’appeler u une application hélicale. Lorsqu’on spécialise le
modele en supposant que {2 est réduit & un point, on retombe sur la notion
d’application topicale.

Notes bibliographiques.

Les applications topicales ont été introduites par Crandall & Tartar [18].
On peut attribuer & Gunawardena & Keane [39, 38] 'idée d’étudier les pro-
priétés dynamiques communes a ces applications, la mise en avant du lien
avec les SED, ainsi que le terme “topical”. A la suite de Nussbaum [60],
un certain nombre d’auteurs ont étudié les valeurs pouvant étre prises par
les périodes p des orbites périodiques des applications topicales, ou plus
généralement des applications 1-lipschitz pour la norme sup. Lemmens &
Scheutzow [49] ont ainsi montré que p < ([ny/lQJ) pour une application topicale
de R” dans R™ (la borne est atteinte).
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2.8 Files d’attente Markoviennes

Soit un guichet dispensant un service a des clients. Ceux-ci sont servis un
par un, dans 'ordre de leur arrivée, et prennent place, tant que le guichet
est occupé, dans une salle d’attente (ou buffer) de capacité infinie. La de-
scription trajectorielle du modeéle est la suivante. Soit A, (€ R) Uinstant
d’arrivée du n-iéme client, soit D, (€ R) son instant de départ, et soit s,
(€ R4) la durée du service requis au guichet. On suppose que A, 11 > A,
pour tout n (les clients sont numérotés suivant leur ordre d’arrivée). On a :

D, = max(An,Dn,l) + Sy . (24)

L’interprétation de (24) est la suivante : pour que le client n commence
son service, il faut d’une part qu’il soit arrivé et d’autre part que le
client précédent ait achevé son service. Ce que l'on vient de décrire est
le mécanisme d’évolution de la file d’attente simple. Sa représentation
graphique standard est donnée en figure 13 (gauche).

@ @

(An)n (Dn)n

O
|
O

Figure 13: La file simple sous forme standard (gauche) et sous forme de GE
(droite).

On peut connecter la file d’attente simple aux modeéles introduits
précédemment.

Posons a, = A,+1 — Ay, la durée d’inter-arrivée. L’équation (24) peut
se réécrire comme suit :

An+1 i an —0Q An
<Dn+1) B <an+3n Sn )® <Dn> . (25)

On obtient une équation de récurrence max-plus du type (16). On a
vu en §2.6 que ce type de récurrence décrivait la dynamique des graphes
d’événements (GE) avec temporisations variables. De fait, on peut modéliser
la file simple sous forme de GE, cf. la figure 13 (droite). La place du centre
dans le GE correspond a la salle d’attente de la file. La condition initiale
considérée ici correspond a la file vide.

Une représentation & la Tetris est également possible, mais le mécanisme
d’empilement est non-standard, cf. figure 14 (sur la figure, chaque piéce est
étiqueté par sa hauteur).
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Sn+2

Ap+2
Sn+1

Q41

Qn

Figure 14: Empilement “a la Tetris” associé a la file simple.

Files d’attente en tandem.

Supposons maintenant que I'on dispose de K files simples numérotées
de 1 &4 K. Les arrivées de clients provenant de 'extérieur ont lieu en file
1, puis les clients parcourent les files 1 & K dans l'ordre avant de quitter le
systeme. On suppose que les temps de communication sont nuls, c¢’est a dire
que l'instant de départ d’un client de la file 7 est égal a son instant d’arrivée
a la file 7 4+ 1.

Soit Ay i I'instant d’arrivée du client n a la file k, et soit s,, 5 la demande
de service du client n a la file k. On a, pour k > 2 :

Ap g =max(Ap_1, Apg—1) + Snk - (26)

Encore une fois, on peut réécrire (26) sous forme d’une récurrence max-plus.
D’autre part, on obtient un GE représentant le modéle en mettant en série
des GE du type de celui de la figure 13 (avec K + 1 transitions : une pour
les entrées et une pour chaque file d’attente).

Les files en tandem correspondent & la fagon la plus simple de mettre
des files d’attente en réseau. On définit ci-dessous un cadre beaucoup plus
vaste dans le contexte des réseaux aléatoires.

File d’attente Markouvienne.

La file simple devient vraiment intéressante lorsqu’on ajoute des hy-
potheses aléatoires an modele. Pour A € R’ , notons Exp(A) la loi exponen-
tielle de parametre A\. Rappelons que 'on a X ~ Exp(A) siVt € Ry, P{X >
t} = exp(—At).

On fait les hypothéses suivantes.
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e Les inter-arrivées (ay), sont des v.a. i.i.d. de loi Exp(}). Alternative-
ment, on peut dire que le processus des arrivées (Ay,), est un processus
de Poisson de taux A.

e Les services (s,,), sont des v.a. i.i.d. de loi Exp(u).
e Les v.a. (an)n et (sp)n sont indépendantes.

Le modele obtenu est la file M/M/1/oo PAPS dans la nomenclature de
Kendall, ou plus simplement la file M /M /1. Le M signifie Markovien, le 1
signifie que la file dispose d’un unique serveur et 1’'oo que la salle d’attente
est de capacité infinie. L’acronyme PAPS décrit la politique de service et
signifie Premier Arrivé Premier Servi, en version anglo-saxonne cela devient
FIFO pour First In First Out.

Le modele s’étudie par I'intermédiaire du processus M = (M), o M,
est le nombre de clients en attente ou en service a l'instant ¢. Sous les
hypotheéses qui précédent, le processus M est un processus Markovien de
saut a temps continu. On a representé une trajectoire de M en figure 15.

1L

Figure 15: Trajectoire caractéristique pour le contenu du buffer.

Soit @ le générateur infinitésimal de M. Celui-ci a une forme simple
donnée par :

VneN, Qnn+1)=X Qn+1,n)=pn. (27)

Un tel processus est connu sous le nom de processus de naissance et de mort.
Réseaux Markoviens de files d’attente.

Considérons K files de type M/M/1 indicées de 1 & K. Les arrivées
depuis 'extérieur peuvent avoir lieu a toutes les files. Les arrivées extérieures
en file 4 suivent un processus de Poisson de taux A; € [0,00[, avec A; # 0
pour au moins une file 7. Le taux de service en file i est p; € ]0,00]. Ala
fin de son service en file 4, un client est routé vers une file j, ou bien quitte
définitivement le réseau. Ce routage peut s’effectuer de différentes facons.
Considérons deux variantes.
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File 2

File 1

Figure 16: Réseau de Jackson de deux files : le graphe de transition de M,
avec un agrandissement & droite.

- Réseau de Jackson. Un client terminant son service a la file i est routé
vers la file j avec la probabilité p;; et quitte définitivement le réseau avec la
probabilité 1 — ijij. Les routages sont indépendants les uns des autres
et indépendants des arrivées extérieures et des services. La politique de
routage est donc entierement caractérisée par la donnée de la matrice de
routage P = (p;j)ij. On suppose que le rayon spectral de P est strictement
inférieur & 1, ou de fagon équivalente que tout client entrant dans le réseau
finit par en sortir (le réseau est sans capture).

- Réseau de Kelly. Une route est une suite finie de files (une méme file
peut apparaitre plusieurs fois le long de la route). Il existe un ensemble
fini € de routes possibles pour les clients. A chaque client est associée une
route qui détermine la suite des files visitées par le client. Les clients de
route ¢ € C arrivent dans le réseau suivant un processus de Poisson de taux
Ae > 0. Les processus d’arrivées correspondant aux différentes routes sont
indépendants les uns des autres et indépendants des services.

Dans un réseau de Jackson, chaque client traverse une suite fini de files
avant de quitter le réseau. Appelons cette suite de files la route du client.
On peut alors voir un réseau de Jackson comme une variante de réseau de
Kelly, plus général parce que possédant une infinité de routes, mais aussi
plus spécifique car les probabilités d’occurence des routes sont toutes reliées
par I'intermédiaire de la matrice P.

Encore une fois I’analyse de ces réseaux s’effectue par 'intermédiaire du
processus M décrivant les contenus des différents buffers. C’est un processus
Markovien de saut a temps continu. Dans le cas du réseau de Jackson,
I'espace d’état est NX.

A titre d’illustration, on a représenté, en figure 16, 'espace d’états et le
graphe de transition de M dans le cas d’un réseau de Jackson de deux files.
On a également indiqué les différents taux de transition avec la convention

pi=1-3,pij.
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Notes bibliographiques.

La théorie des files d’attente a vu le jour autour de 1920 a partir des
travaux d’Erlang sur le dimensionnement des réseaux téléphoniques. Le do-
maine connait un regain d’activité avec la révolution technologique en cours
dans le domaine des communications (réseaux locaux, Internet, réseaux sans
fil, ...).
La file M/M/1 est le modele le plus classique de la théorie des files
d’attente. Au moins un livre lui est consacré en propre [17]. Les réseaux de
Jackson et les réseaux de Kelly sont les deux grands classiques de la théorie
des réseaux Markoviens, cf. par exemple [43, 64, 69].

Le modele des files d’attente Markoviennes en tandem est relié a d’autres
modeles apparaissant dans des contextes extérieurs aux SED. Le processus
d’ezclusion totalement asymétriqgue (TASEP dans la version acronymique et
anglo-saxonne) est un modele classique de systeme de particules en inter-
action dont le comportement asymptotique a été tres étudié [50, 65]. La
correspondance avec le modele des files d’attente en tandem a souvent été
remarquée et utilisée, voir par exemple la discussion dans Srinivasan [71].
Les diagrammes et tableauz de Young sont des objets importants en com-
binatoire et en théorie de la représentation des groupes, cf. Fulton [27].
L’analyse asymptotique des diagrammes de Young aléatoires a été menée
pour diverses variantes, voir par exemple Vershik [73]. La correspondance
entre tableaux de Young aléatoires et files d’attente en tandem est décrite,
par exemple dans Seppéldinen [68]. Une autre connection existe avec la
percolation de dernier passage. Plus précisément, le temps de séjour dans
un réseau en tandem est égal au plus long chemin dans un graphe orienté
valué. Ce lien s’obtient en déroulant les équations (26). La correspondance
est trajectorielle, et donc non spécifique aux réseaux Markoviens. Elle a été
utilisée & diverses reprises pour I’étude de 'asymptotique des grands réseaux
en tandem [35, 72, 2, 53].

32



Jean M AIRESSE MPRI 2-17

3 Evaluation de performances

On présente dans ce chapitre des résultats d’existence et de calcul de limite
pour les itérés d’une application max-plus ou topicale.
3.1 Sous-additivité et existence du vecteur spectral

Considérons le monoide de trace M = (a,b,c | ab = ba )*. On note 3 =
{a,b,c} et m: ¥* — M le morphisme canonique.
La hauteur h d’'un empilement est sous-additive, c¢’est-a-dire,

Yu,v € M, h(uv) < h(u)+ h(v), Vu,v € ¥, h(uv) < h(u)+h(v). (28)

W

R

N
/AN
w
_l’_
-
.

Figure 17: La hauteur maximale des colonnes est sous-additive.

On rappelle que Yu € M, h(u) = |ul|g, la longueur par rapport & S =
{a,b,c,ab}. Par ailleurs, on rappelle que h(u) = o7 ® M(u) ® o ott M est
un morphisme max-plus (th. 2.6).

Plus généralement, la sous-additivité est une propriété de la longueur
dans un monoide. En effet, soit (M,*) un monoide et E un ensemble de
générateurs. La longueur (par rapport & F) d’un élément m de M est définie
par

|m|p =min{k | m =wu; *--- xup, u; € E}.

On a alors : Yu,v € M, |uxv|g < |ulg + |v|&.

Par ailleurs, la sous-additivité est une propriété de toutes les applications
max-plus et plus généralement topicales.

Posons o = (0,---,0) (la dimension dépend du contexte) et, pour A €
R,x € RE, A +x = (A + 2;);. Pour T topicale, on note [T] = [0,T(0)] =
max; T'(0); et |T| = |0,T(0)] = min; T'(0);. Soit T € Top(R™,R"),U €
Top(R',R™). En utilisant successivement la croissance et I’homogénéité
additive, on trouve

ToU(o) < T([Ul+0) = [U[+T(0) — [ToU]|<[UI+[T]. (29)
Par un raisonnement symétrique, on montre que

ToU| > U] +|T) . (30)

33



Jean M AIRESSE MPRI 2-17

///
o
///
iy
/// ///
3 > 1 + 1
ey
s s

Figure 18: La hauteur minimale des colonnes est super-additive.

Pour les empilements, (30) s’interpréte comme suit : la hauteur minimale
d’une colonne est une quantité super-additive, illustration en fig. 18.

Soit T € Top(R*,R¥). En combinant (19) et (29)-(30), on obtient par
application directe du lemme sous-additif,

T’n,
3, 7€R, Vx €RF,  lim [T"(x)]

n—00 n

=y, lim "6 _ 5 sy

n—00 n

SiT =M(u),u € ¥, est Papplication max-plus associée a 'empilement
u, alors 7, resp. 7, est la vitesse de croissance de la plus petite, resp. plus
grande, colonne de I’empilement u™.

Etant donné une application topicale T, la question naturelle est de
savoir si la suite (T"(x)/n), admet une limite dans R*. Si la limite existe,
elle ne dépend pas de x d’apres le caractere 1-lipschitz de T par rapport a
la norme sup, voir (19).

Définition 3.1. Soit T' une application topicale. Posons

im L) _ o or) (32)

n—00 n

si la limite existe. On appelle alors x(T) le vecteur spectral de T.

Pour des fonctions topicales générales, le vecteur spectral n’existe pas
toujours [46, 39], et ce dés que £ > 3. En voici un contre-exemple dia a
Kohlberg et Sparrow. Soit 7' : R? — R? définie par

T T
y | — y+1
z x4+ h(y — z)

ot h : R — R est une application lipschitzienne avec 0 < A’ < 1. On
a T"(0) = (0,n,h(n — 1)), et le vecteur spectral existe si et seulement si
h(n—1)/n admet une limite quand n — 400. Or on peut aisément construire
une application h lipschitzienne avec 0 < h' < 1 et telle que h(n—1)/n n’ait
pas de limite, voir fig. 19.

A contrario, pour de larges classes d’applications topicales, le vecteur
spectral existe.
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Figure 19: La fonction A du contre-exemple de Kohlberg et Sparrow.

Théoreme 3.2. Soit une application maz-plus T € Maxp(R% RY). Le
vecteur spectral x(T), défini en (32), existe.

Le résultat restent bien str vrai pour des applications min-plus. On
aborde la question du calcul de x(7') en §3.2.1.

Applications topicales

Le contre-exemple de Kohlberg et Sparrow montre que la classe des ap-
plications topicales est trop vaste pour avoir des propriétés dynamiques
intéressantes. Dans Bousch & M. [11] on introduit la sous-classe des ap-
plications uniformément topicales qui, elles, ont de bonnes propriétés dy-
namiques. Explicitons ce cadre.

On note R = [~00, +00] avec sa topologie usuelle.

Définition 3.3. Une application T : R¥ — RY est dite uniformément topicale
. . . = =k =/

si elle est topicale et admet un prolongement continu T : R© — R. On
note UTop(R¥, RY) ’ensemble des applications uniformément topicales de

R* dans RE.

La forme topicale (z,y) — (z+4vy)/2 n’est pas uniformément topicale. En
revanche, toute application max-plus, min-plus, min-max-plus et conjuguée-
linéaire est uniformément topicale.

Soit T € UTop(R¥, RY), on définit I'asymptote T par
T:RF SR, xeo T(x) = lim AT (x/)). (33)
A—0+

L’asymptote T est ce que l'on voit de T lorsqu’on la regarde de tres loin.
Lorsque T est max-plus, T' est 'application max-plus définie comme suit :

s _J0 siT;eR (34
Y oo siTy = -0,
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Dans le cas général, T' est min-max-plus et chaque forme topicale T; s’obtient
par combinaison finie des fonctions coordonnées et des opérateurs A et V.

Théoréme 3.4. Soit T € UTop(R5,R%). Le vecteur spectral x(T), défini
en (32), existe.

Lorsque T est une application min-max-plus, on peut préciser le résultat
du Théoreme 3.4. On aborde ce point en §3.2.2.

3.2 Calcul du vecteur spectral

Les théorémes limites ci-dessus sont obtenus a l’aide d’un argument de
sous-additivité. Il est bien connu qu’alors la constante limite est difficile
a déterminer explicitement. On propose dans ce chapitre un panorama de
quelques situations ou le calcul est possible.

Supposons que I'on itére une unique application uniformément topicale.
Alors le vecteur spectral, voir définition 3.1, existe, voir théoreme 3.4. Ce
vecteur devient explicitement calculable lorsque 'application est max-plus,
§3.2.1, ou min-max-plus, §3.2.2. On aborde ensuite, §3.2.3, le probléme de
la maximisation des systemes itérés d’applications max-plus qui se résoud
grace aux résultats de la section 3.2.1. Le statut particulier de ce probléeme
provient de la compatibilité de la mazimisation avec la dynamique maz-plus.
La minimisation des systémes min-plus se traite de facon duale : dans les
théorémes 3.20 et 3.21, il suffit de remplacer tous les max par des min.

3.2.1 Applications max-plus

Figure 20: Empilement de deux piéces de Tetris.

Considérons le modele de Tetris a deux pieces de la fig. 20 (gauche).
Notons T' = Ty o T, 'application max-plus associée a I’empilement ab, voir

36



Jean M AIRESSE MPRI 2-17

§2.2. On obtient,

3
1

N
SIS
I

4 4
2 21®
3 3

SIS

— 00

On constate que la hauteur de I'empilement (ab)” est de 'ordre de 3n sur
chaque colonne. L’empilement (ab)™ étant associé a 'application itérée T,
ceci fournit un argument géométrique permettant de calculer le vecteur spec-
tral x(7'), dont I'existence était assurée par le cor. 3.2. On a, en effet,

. T (x

Vx € RY, lim L) _ (3,3,3) = x(T)=(3,3,3).

nn
En fig. 21, on a représenté le graphe de T. On constate que la valeur
3 apparaissant dans le vecteur spectral est égale au poids moyen maximal
d’un circuit du graphe. Il ne s’agit pas d’une coincidence, voir th. 3.5.

3 2 3

Figure 21: Le graphe de la matrice max-plus 7.

Posons u = (0,—2,—2) et v = (0, —2,—1). On constate sur la fig. 20
(droite) que si on empile (ab)™ sur un sol de forme u, resp. v, alors le profil
supérieur de ’empilement est encore u, resp. v. En termes algébriques,
pour tout n,

T"(u) = u+ nx(T), T"(v) = v +nx(T). (35)

On appelle u et v des points glissants (gliding points en anglais) de T. On
va voir qu’une application max-plus admet toujours des points glissants.

Avant d’énoncer des résultats généraux, considérons un second exemple
pour se familiariser avec la dynamique des applications max-plus. Soit

. D2 2 xr o 1 1 xr
A: R — R% A<y>_(3 1>®<y>' (36)
On peut analyser a la main la dynamique de 'application A. On obtient la

fig. 22.
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Figure 22: La dynamique de I'application max-plus A.

Soit Q le tube de R? représenté en gris sur Ia fig. 22. On observe que :

Vx € Q, A(x) €Q, VxeQ, A% (x) =x+4, Vx=(r,2+1), A(x) = x+2.

(37)
On déduit aisément de (37) que le vecteur spectral est x(A4) = (2,2) et que
x = (z,x + 1) est un point glissant de A, pour tout = € R.

Enongons maintenant le résultat principal, souvent appelé le “théoreme
spectral max-plus” ou le “théoréme de Perron-Frobenius max-plus”. On
peut écrire une version duale du théoréme pour les applications min-plus,
en remplacant tous les max par des min.

Soit A € Maxp(R¥, R¥). On dit que A est irréductible si G(A), le graphe
de A, est fortement connexe.

Théoreme 3.5. Soit A € Maxp(RF,RF). Si A est irréductible, alors
X(A) = (v,...,7) ou v est égal au poids moyen mazimal d’un circuit
(élémentaire) du graphe de A, c’est-a-dire

Ailig + AZ)Z% + -+ Ai]'il

= . 38
= j *

Dans le cas général, la formule explicite pour x(A) s’obtient comme suit.
Soit C l'ensemble de neuds d'une composante fortement connexe non-
triviale de G(A). Soit Ao Uapplication maz-plus obtenue par restriction
de A auz coordonnées C. Soit vo le poids moyen mazimal d’un circuit de
S(A¢). Pouri € C, posons vy; =yc. On a,

x(4) = (¢i)i, ¢ =max 75, (39)

i—]
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VX . . e .
o, — est la fermeture réflexive et transitive de la relation — de G(A). On
a

Je,¥x € RF, AN, Vn > N, A"¢(x) = A™(x) + cx(A) (40)
Ix € RE,¥n >0, A" (x) =x+nx(A) . (41)

Si A est irréductible, on peut renforcer (40). On a alors

Je,AN,Vn > N,¥x € RF, A" ¢(x) = A" (x) 4 cx(A) . (42)

L’exemple de I'application définie en (46) montre que la propriété (42)
n’est pas vraie pour une application max-plus générale.

On peut donner une interprétation combinatoire du ¢ apparaissant dans
(40) et (42). La cyclicité d'un graphe fortement connexe est le pged des
longueurs des circuits. La cyclicité d’un graphe est le ppcm des cyclicités
des composantes fortement connexes. Le graphe critique de A est le sous-
graphe de A obtenu en ne conservant que les nceuds et les arcs appartenant
& au moins un circuit de poids moyen «y. L’entier c est la cyclicité du graphe
critique de A.

Convexes max-plus.

On va décrire exactement I’ensemble des points glissants d’une ap-
plication max-plus irréductible. On commence par introduire la notion
d’enveloppe convexe max-plus.

Définition 3.6. Un ensemble E C R* est un convexe max-plus si :
Yu,v € E, Y\, u €R, (A, A +u) V(. op)+v) € B (43)
Etant donné un ensemble de points ux,...,un € RE, posons
K={x | I,...;. 0 €R, x=Vi_; (Mgs-- M) +uk) }.

L’ensemble K est un convexe maz-plus. On dit que K est le convexifié
max-plus des points uy, ..., uy.

On peut réécrire (43) en utilisant les notations matricielles max-plus.
On obtient : Vu,v € R¥, VA, € R, (A®u) @ (1 ® v) € K. Ce qui a pour
effet de faire ressortir I’analogie avec la notion usuelle de convexité.

Un convexe max-plus F est invariant par translation suivant la direction
1=(1,...,1). On peut déterminer entierement un convexe max-plus F par
I'intermédiaire de sa projection orthogonale sur un hyperplan orthogonal a
la direction 1. Le projeté de E est en bijection avec son image projective
n(E), voir déf. 2.17.
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Figure 23: Visualisation projective des convexifiés max-plus de R3.

Un convexe max-plus de R? se visualise via sa projection dans R2. I ex-
iste une méthode simple pour dessiner la dite projection. Cette méthode, que
I’on va maintenant décrire, est un analogue de celle utilisée pour déterminer
I’enveloppe convexe usuelle.

Soit u et v les projetés de deux points de R?. La projection du convexifié
max-plus associé est une ligne brisée d’extrémités u et v et formée d’un
ou deux segments de droite. On obtient cette ligne brisée comme suit.
On trace a partir de u et v les projections des trois demi-axes positifs de
coordonnées, et on conserve les segments de droite permettant de joindre u et
v. Pour plus de deux points, le convexifié max-plus est la région délimitée
par I'union des convexifiés max-plus des points pris deux par deux. On
illustre la construction en figure 23.

On peut définir la notion de convexe min-plus en remplacant les max
par des min dans la définition 3.6. Concentrons nous sur les projetés dans
R? des convexes de R®. N’importe quelle rotation d’angle 7/3 permet de
transformer le projeté d’un convexe max-plus en celui d’un convexe min-
plus, et vice-versa.

Le résultat central sur les convexes max-plus est le suivant. Si F est
le convexifié max-plus des points {uy,...,uy}, on dit que {uy,...,un} est
une famille génératrice de E. Une famille génératrice est minimale si elle
est minimale pour I'inclusion.

Théoreme 3.7. Soit K le convexifié maz-plus d’un nombre fini de points.
Deux familles génératrices minimales ont le méme nombre de points. Soit
{u1,...,un} et {vy,...,vn} deuz familles génératrices minimales de K. Il
existe une permutation o de {1,...,n} et des scalaires A\1,..., A\, € R tels
que : uy = (A,..., A1) +Vg(1)s---sUn = (Ans-eeyAn) + Vo(n)-

En d’autres termes, il existe essentiellement une unique famille
génératrice minimale. Sur les figures (23, 24, 25), les points de la famille
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génératrice minimale sont représentés par des ronds blancs. Le cardinal
de cette famille peut étre arbitrairement grand dés que la dimension n de
I’espace ambiant R™ est supérieure ou égale a 3. La situation est analogue a
celle des cones convexes de R}. On illustre ceci en figure 24. De la gauche
vers la droite, les familles génératrices minimales sont de cardinal 3, 6 et
12. L’étape suivante de cette construction récursive donnerait une famille
génératrice minimale de cardinal 24.

1 o

Figure 24: Le cardinal d’une famille génératrice minimale n’est pas borné.

Points glissants d’une application irréductible.

Soit A une application max-plus irréductible de vecteur spectral x(A) =
(75---,7). Posons z1 = (x,...,z). Si u et v sont deux points glissants de
A, alors on a, pour tout A, u € R, et en application du th. 3.5,

A(M+u)V(pl+v)) = A1+ A(u)) vV (A1 + A(v))
= Y1+ (M +u)V (p1+v).

L’ensemble des points glissants est donc un convexe max-plus. Son projeté
est en bijection avec I’ensemble des points fixes de 'application quotient j,
cf. définition 2.17. Par exemple, considérons les trois applications max-plus
de R? dans R? de matrices respectives :

4.0 0 430 300
A=10 4 0|, B=[1 4 1], c={0 4 0|. (44
00 4 00 4 00 4

On a représenté en figure 25 les projetés des ensembles de points glissants
de A (gauche), B (milieu) et C (droite). Alternativement, on peut voir ces
ensembles comme les ensembles de points fixes des applications quotient Z,
B et C. Les cardinaux des familles génératrices minimales sont respective-
ment 3, 3 et 2.
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Figure 25: Projections des ensembles de points glissants de A, B et C.

D’une fagon générale, I’ensemble des points glissants d’une application
max-plus irréductible de R¥ est le convexifié max-plus d’au plus k points.
Enoncons le résultat.

Théoréme 3.8. Soit une application max-plus irréductible de R* dans R*
de matrice A. Soit vy le poids moyen maximal d’un circuit de A. Définissons
B € REXE par : Vi, j, Bij = A;j —~. Posons Bt = \/22, B, La matrice
BT est bien définie et vérifie BT = \/ff:1 B'. L’ensemble des points glissants
de A est un convere maz-plus dont la famille génératrice minimale s’obtient
en sélectionnant une colonne de BT par composante fortement conneze du
graphe critique de A.

En corollaire des théoremes 3.7 et 3.8, on obtient le résultat
complémentaire suivant : si 4 et j appartiennent a la méme composante
fortement connexe du graphe critique de A, alors les colonnes correspon-
dantes de B™ sont égales & un coefficient additif prés.

Valeurs propres et vecteurs propres maz-plus.

Par analogie avec 1’algebre linéaire classique, il est naturel d’introduire
la terminologie suivante.

Définition 3.9. Soit A € Maxp(R*, RF). Supposons que l’on a, pour X € R
et u € R¥ (et en utilisant les notations matricielles maz-plus),

AQu=)AQu.

Alors on appelle X\ une valeur propre max-plus de A (ou de la matrice de
A) et u un vecteur propre max-plus associé.

Evidemment, si A est valeur propre max-plus de A, alors x(A4) =
lim, A"(u)/n = (X\,---,A). (La réciproque est vraie, voir prop. 3.11.)
On en déduit qu'une application max-plus admet au plus une valeur propre
max-plus.
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Remarque.  Certains auteurs, cf. par exemple [3], proposent une
définition différente des valeurs propres et vecteurs propres max-plus en
imposant simplement : A € R et u € (RU{—o00})*. Avec cette définition,
une matrice max-plus peut avoir plusieurs valeurs propres.

Lorsque A est irréductible, on déduit du théoréme 3.5 Dexistence
d’une valeur propre max-plus. D’autre part les vecteurs propres max-plus
coincident alors avec les points glissants.

En revanche, on déduit de (39) que A peut posséder une valeur propre
max-plus sans étre irréductible. Par exemple, considérons ’application

T 0 3 —00 T
Aly] = |0 -0 2 |®|y (45)
z —00 —00 1 z

Le graphe de A n’est pas fortement connexe. Néanmoins, si on pose
u = (3,1,0), on trouve A®@u =1® u. Donc 1 est valeur propre de vecteur
propre associé u. Le vecteur spectral est x(A) = (1,1,1) ce que 'on aurait
également pu déterminer a l'aide de (39).

Tubularite.

Définition 3.10. Un tube de R* est un sous-ensemble K non-vide de R¥,
invariant par translation le long de la direction 1 = (1,...,1), et tel que le
quotient K/R1 soit compact. Une application topicale T € Top(R*, RF) est
tubulaire sl existe un tube K de R¥ tel que T(K) C K.

Le convexifié max-plus d’un ensemble fini de points de R* est un tube.
Dans le cas max-plus, on peut caractériser précisément les applications tubu-
laires.

Proposition 3.11. Soit A € Maxp(RF, RF) et soit x(A) le vecteur spectral
de A. On a les équivalences suivantes :

i. A est tubulaire;

i. Iy ER, x(4)=(v,.--.7);
ii. A posséde un vecteur propre maz-plus.

Preuve. L’implication [i = 7] est immédiate. Montrons l'implication
[i1i == 14]. Soit u un vecteur propre de A. L’ensemble {u+(\,...,A), A €
R} est un tube laissé invariant par A. Donc A est tubulaire. Montrons
implication [ii == iii]. D’apreés le théoréme 3.5, il existe x € R* tel que
A(x) =x+ x(4) =x+(v,...,7). Donc x est un vecteur propre.

O
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On déduit de la proposition 3.11 qu’une application max-plus peut étre
tubulaire sans étre irréductible. C’est le cas par exemple de 'application A
définie en (45). Le graphe de A n’est pas fortement connexe, néanmoins le
tube {(3,1,0) + (A,...,A), A € R} est laissé invariant par A.

Semigroupe engendré par une application.

Soit A € Maxp(R¥,R¥). On rappelle que A est I’application quotient
associée a A, cf. définition 2.17. On note (A) le semigroupe d’applications
engendré par A, i.e. le semigroupe dont les éléments sont les applications
A" n € N\ {0}. On définit de méme le semigroupe d’applications quotient

(4).

On souhaite caractériser les applications pour lesquelles le semigroupe

(A), resp. (A), est fini.

Concentrons nous sur (42). On peut traduire la propriété ainsi. Si A

est irréductible, alors (A) est fini, et (A) est fini ssi x(4) = (0,---,0). On
précise ce résultat dans la proposition suivante.

Proposition 3.12. Le semigroupe (A) est fini ssi toutes les composantes
fortement connezes non-triviales du graphe de A ont un poids moyen mawi-
mal €gal a 0. Le semigroupe (A) est fini ssi toutes les composantes fortement
connezxes non-triviales du graphe de A ont le méme poids moyen mazimal.

_ La comparaison des propositions 3.11 et 3.12 montre que la finitude de
(A) est une propriété plus restrictive que la tubularité. Considérons par
exemple I'application

T 0 —oo —1 T
Aly]l = |- -1 —-1|®|y]|. (46)
z —o0 —oc 0 z

On vérifie que x(A) = (0,0,0) et donc que A est tubulaire. Par contre
le graphe de A posséde des composantes fortement connexe de poids moyen
maximal 0 et -1. Et donc (A ) est infini. De fait, on a

T 0 —o0o -1 T
Ayl = -0 -n —-1|® |y
z —o0 —oo 0 z

Perte de mémoire et généricité.
Définition 3.13. Soit T € Maxp(R* RF). On dit que T a la propriété

de perte de mémoire si T(RF/R1) est un singleton (ou T est Uapplication
quotient introduite en définition 2.17).
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En travaillant un peu a partir du théoréeme 3.8, on obtient I’énoncé suiv-
ant.

Proposition 3.14. Soit A € Maxp(R*, R¥), irréductible. Il existe n tel que
A" qit perdu la mémoire si et seulement si le graphe critique de A est de
cyclicité 1 et posséde une unique composante fortement connezxe.

Lorsque le graphe critique de A posséde une unique composante forte-
ment connexe, on obtient en corollaire du théoreme 3.8 que A possede un
unique point fixe. Cependant, si la cyclicité du graphe critique est ¢ > 1, il
existe des orbites périodiques, i.e. des points distincts g, ..., z._1 € RF tels
que

o A(zg) = 7(z1), mo A(z1) = w(x2),..., mo A(xc—1) = m(xg) . (47)

On peut se convaincre de I'existence des orbites périodiques en observant
que le graphe critique de A° posséde ¢ composantes fortement connexes. Et
donc que I’ensemble des vecteurs propres de A¢ admet une famille génératrice
minimale de cardinal c.

On déduit de (47) que, quelque soit n, j”([Rk/[Rl) n’est pas réduit
a4 un singleton. FEt donc que A" n’a pas perdu la mémoire. En guise
d’illustration, on peut considérer application définie en (36) dont la dy-
namique est résumée en (37).

La situation de perte de mémoire décrite dans la proposition 3.14 n’est
pas générique. Par exemple, si A est choisie aléatoirement avec des co-
efficients i.i.d. et uniformes sur [0,1], alors le graphe de A posséde avec
probabilité 1 un unique circuit de poids moyen maximal, mais ce circuit est
de longueur 1 avec probabilité petite. La longueur de ce circuit étant égale
a la cyclicité, on en déduit que la perte de mémoire n’est pas générique.

Retour aux graphes d’événements.

Les GE temporisés (temporisations déterministes), cf. §2.6, fournissent un
cadre naturel d’utilisation du th. spectral max-plus.

Définition 3.15. On appelle débit de la transition a, le nombre de fran-
chissements de a par unité de temps, c’est-a-dire la limite inférieure lorsque
t — oo de N(t)/t, ot N(t) est le nombre de franchissements de a entre les
instants 0 et t.

(Dans ce qui suit, la limite inférieure de N (¢)/t est en fait toujours une
limite.) Soit A lapplication max-plus associée au GE suivant la procédure
de §2.6. Alors x(A) donne l'inverse des débits de tirs des transitions. Un
point glissant s’interpréte comme un mode de fonctionnement périodique du
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GE. On peut aussi exprimer le résultat directement sur le GE. Pour le cas
fortement connexe, cela donne la prop. ci-dessous.

Proposition 3.16. Dans un graphe d’événement fortement connezxe vivant
temporisé, toutes les transitions ont le méme débit D qui est donné par

M(e
D = min (0)

T o

ot ¢ parcourt l'ensemble des circuits élémentaires, ou M(c) est égal au nom-
bre de jetons de c et ou T(c) est égal a la somme des temporisations des
places et transitions le long de c.

Considérons par exemple le GE de la fig. 8, les temps de tirs étant
T(ag) = 1,7(a1) = Lo, 7(bg) = 1,7(b1) = £y, et les temps de séjours étant
tous nuls. Le débit est D = min(1/(1 + 4,),1/(1 + £),1/(2 + Lo + £)) =
1/(2+ 4o+ bp).

Si on fixe la structure du graphe d’événements (le triplet (7,P,F)) et
les temporisations, on peut voir le débit comme une application D : N —
Ry, associant & un marquage le débit correspondant. En particulier, si
(T,P,F, M) n’est pas vivant, alors D(M) = 0. On a les propriétés suivantes :

VM e N? Vk e N, D(kM)=kD(M)
VM, M' e N, DM+ M')> D(M)+ D(M').

On peut montrer ces propriétés directement a partir de (48). La super-
additivité peut également se comprendre comme suit. Imaginons les jetons
de M et de M’ comme étant colorés respectivement en bleu et en rouge.
Considérons le GE avec le marquage M + M' et une sémantique de tir
modifiée : ’habilitation et le tir d’une transition doit impliquer des jetons
de méme couleur. Le modele résultant & un débit égal & D(M)+ D(M'). Si
on oublie les couleurs, on obtient le GE classique de marquage M + M’ et
donc un débit D(M + M'). D’autre part, on a relaché une contrainte dans la
définition de I'habilitation, et donc on a augmenté le débit : D(M + M') >
D(M) + D(M").

Une seconde application du th. spectral max-plus est proposée en §3.2.3.
Notes bibliographiques et compléments.

La théorie spectrale max-plus resurgit tel le serpent de mer dans de
nombreux contextes et sous des formes diverses. Conséquence, les théorémes
3.5 et 3.8 ont souvent et indépendamment été redémontrés, avec des degrés
de précision et de généralité variés. Autre conséquence, il est a la fois difficile
et un peu sensible d’attribuer avec exactitude la paternité des résultats !
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Pour plus de précision, on peut se référer aux monographies [3, 19, 36, 42, 54]
et a leur bibliographie respective.

Le calcul du poids moyen maximal d’un circuit dans un graphe, et donc
celui du vecteur spectral d’une application max-plus, est un probléeme poly-
nomial. Précisons cela. On reprend les notations du théoreme 3.5. On
a 7y = maxjgy max; (A7);;. On en déduit que pour calculer v, il suffit de
déterminer A2, ..., A*¥ d’ol un algorithme dont la complexité en temps est
en O(k%). Une meilleure approche consiste & utiliser la formule de Karp,

valable pour tout j :

= max min —(Ak)ij _ (Az)ij
i i<k (<k—1 k-7 ’

On peut en trouver la preuve, par exemple, dans [3, Theorem 2.19]. Ici, il
suffit de déterminer la j-iéme colonne de A2, ..., A*¥ d’ou un algorithme dont
la complexité en temps est en O(k?). Il existe plusieurs autres algorithmes
(programmation linéaire, itération sur les politiques a la Howard [15], ...).
Une étude comparative trés poussée est proposée par Dasdan [20].

On peut voir (R, V) comme un Ryax-semimodule, avec comme loi

max:?
externe : Ryax X R, — RE.. (A,u) = (A,...,A) + u. Un convexe max-

max max?
plus est alors appelé un (sous)semimodule.

Le théoreme 3.7 est du & Moller [58] et Wagneur [76]. La représentation
graphique utilisée dans les figures 23, 24 et 25 a été introduite dans M. [51]
pour étudier les ensembles de vecteurs propres des applications max-plus de
R3. La proposition 3.12 est démontrée dans Gaubert [29].

On peut analyser directement les GE temporisés, et démontrer la propo-
sition 3.16, sans utiliser le formalisme max-plus, voir par ex. Carlier &

Chrétienne [14].

3.2.2 Applications min-max-plus et topicales

Une application min-max-plus 7' est uniformément topicale donc, d’apres
le cor. 3.4, le vecteur spectral x(T') existe. Essayons de le calculer sur un
exemple. Soit application min-max-plus 7" donnée par

(y+3)V(z+2) A(z+1)
yA(z+2)
(x—1)V(y+2)

T

[SEENSIE
Il
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On peut réécrire 'application sous la forme T'= Uy AUy A Uz A Uy ou les U;
sont les applications max-plus de matrices respectives

—oc0 3 2 1 —00 —00 —oc 3 2
—o00 0 —o0 ], -0 0 —o0}, —o0 —o00 2 ,
-1 2 —x -1 2 —00 -1 2 —00

1 -0 —00

-0 —00 2

-1 2 —00

OnaaussiT =U; AUy AUs ouT = Uy AU A Uy. Mais on verra, prop.
3.17, qu’il est essentiel de considérer toutes les décompositions possibles.

De facon symétrique, on peut réécrire I'application sous la forme T =
S1V Sy V. S3V Sy, ou les S; sont les applications min-plus de matrices re-
spectives,

1 3 +00 1 +00 2 1 3 400
400 0 2 , 400 0 2 , 400 0 2 ,
-1 4o 400 -1 4o 400 +o0o 2 400

1 +oo 2
400 0 2

400 2 400
En utilisant la croissance des applications topicales, on obtient,

Vi, ;< T <U; = Vi, x(Si) < x(T) < x(Ui)
= maxx(8;) <x(T) < minx(U;). (49)

Maintenant, le th. 3.5 nous permet de déterminer explicitement les vecteurs
spectraux x(S;) et x(U;), et donc la borne inférieure et la borne supérieure
dans (49). Menons le calcul & bien :

0 1/2 0 0 1/2

maxx(S;)) = [0)v [ O Jv[O]Vv][O] = 0
’ 0 1/2 0 0 1/2
1/2 1 2 1 1/2

minx(U;) = 0O |AJO]JA|2|A]2] = 0
! 1/2 1 2 2 1/2

Miracle : les bornes inférieures et supérieures coincident. Ce qui permet
de conclure que x(7T') = (1/2,0,1/2).

Ce miracle n’en est pas un (ou bien c’est un miracle qui se renouvelle).
Enoncons le résultat général. L’uniforme topicalité a été définie en déf. 3.3.
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Proposition 3.17 (Principe de sélection). Soit f1,..., fu,g: RF = RF des
applications uniformément topicales telles que, pour tout x € RE, il existe
i € [1,n] tel que fi(x) = g(x). Alors il existe i € [1,n] tel que x(f;) = x(9g)-

Dans lexemple précédent, les familles (Uy,Us,Us, Uy, T) et
(S1,82,S53,84,T) vérifient le principe de sélection. On obtient donc
qu’il existe i,j tels que x(T) = x(S;) = x(Uj). Au contraire, la famille
(Uy,Us,Uq4, T) ne vérifie pas le principe de sélection, et, de fait, on a
X(T) 7é X(U7)a7 € {1a3v4}'

Plus généralement, il est clair que le principe de sélection peut étre utilisé
pour toute application min-max-plus.

Corollaire 3.18. Soit une application min-maz-plus T = minje; T avec
I fini et T € Maxp(R*, RF) pour tout i. Soit Tj(l),j =1,...,k, les formes
coordonnées de TW. Pour z € I*, soit U*) ¢ Maxp(R¥,RF) I’application

dont les formes coordonnées sont U](m) = Tl(ml), . ,U,gm) = Tlsm’“). On a,

X(T) = minx(U®), 3z e I*, x(T) = x(U™).
xelr

En combinant le corollaire avec le th. 3.5, on obtient un procédé con-
structif pour calculer le vecteur spectral d’une application min-max-plus.

Les différentes preuves de la prop. 3.17 et du cor. 3.18 démontrent en
parallele 'existence d’un point glissant.

Proposition 3.19. Une application min-maz-plus T : R¥ — R¥ posséde un
point glissant.

Références bibliographiques.

Pour les applications min-max-plus et plus généralement, les applica-
tions topicales affines par morceaux, l'existence du vecteur spectral a été
démontrée par Bewley et Kohlberg [7, 46|, d'une maniére non constructive;
par la suite, divers auteurs [77, 30, 67] ont retrouvé ce résultat, et ont donné
des algorithmes de calcul du vecteur spectral dans le cas min-max-plus (ef-
ficaces en pratique, mais dont la complexité est encore mal comprise). Le
principe de sélection, prop. 3.17, est prouvé dans Bousch & M. [11]. Le
corollaire 3.18 qui en découle est le “théoreme de dualité” démontré de
facon différente par Gaubert & Gunawardena [30].

3.2.3 Maximisation des systémes max-plus

Considérons le modele de Tetris & deux colonnes et deux pieces de la fig. 26.
On veut déterminer 4, la vitesse de croissance maximale d’un empilement
définie comme suit (ot A est la hauteur) :
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1
v+ = lim — max h(u) . (50)

n—oc N, uexn"

Foont
[Tt

S

Figure 26: Modele de Tetris et empilement pire des cas.

Posons ¥ = {a,b}. Soit (0, M,0) le triplet max-plus reconnaissant le
modele de Tetris, cf. th. 2.6. On a,

max h(u) = 0 ® max M(u) ® 0 =0 ® (maxM(z))" ® 0. (51)
uexn uexn TEX
Dans le terme du milieu et dans celui de droite, max est le maximum co-
ordonnée par coordonnée. Posons M = maxgex, M(z). En utilisant le th.
spectral max-plus, on déduit de (38) et (51) que 4 = poids moyen maximal
d’un circuit de M. On trouve donc,

2 1\ (2 3\ (2 3 5
M(2 1>V<1 2)(2 2) — Ty

Par ailleurs le circuit (1 — 2 —) est 'unique circuit de M de poids moyen
5/2. Le long de ce circuit, le coefficient Mjo provient de la matrice M(b)
et le coefficient My, de la matrice M(a). On en déduit que I'empilement
(ababab---) a une vitesse de croissance maximale.

Evidemment, on n’a pas réellement besoin de ’analyse qui précede pour
déterminer la pire facon d’empiler les pieces a et b de la fig. 26 !

En revanche, 'approche se généralise a tout modele de Tetris. Elle per-
met de déterminer explicitement v, et un ordonnancement dans le pire des
cas. On peut ainsi montrer qu’il existe toujours un tel ordonnancement avec
une période contenant chaque piéce au plus une fois (pourquoi 7).

Plus généralement, ’approche s’étend a tout SIF max-plus. Proposons

un énonce.
Soit (73)icr, un SIF max-plus, voir définition 2.20. On adopte la notation

(22). Soit ay : R¥ — R la forme topicale définie par oy (w1,...,75) =
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z1 V-V xp. Par sous-additivité, la limite suivante existe :

i 1
v+ = lim — maxai(o<u). (52)
n—oo 1, uex”

La constante v, est la vitesse de croissance extrémale pour le systéme itéré
de fonctions. Dans (52), on peut remplacer o par n’importe quel point x €
R¥ sans modifier les valeurs des limites (caractére 1-lipschitz des applications
topicales). En revanche, si on remplace oy par une autre forme topicale, par
exemple une forme coordonnée, ou encore o (x) = min; x;, alors on change
la valeur des constantes limites.

Théoréme 3.20. Soit un systéme itéré de fonctions (T;)icr, T; €
Maxp(RF, RF). Soit v, la vitesse de croissance mazimale définie en (52).
Alors v4 est égal au poids moyen mazimal d’un circuit de la matrice M
associée o application max-plus max;c;T;. En d’autres termes,

pl1

M i + -+ M;
Y+ = max max
1<p<k i1 neip D

Soit M (u) la matrice max-plus associée a T,,,u € I. Soit u;; une lettre

de I réalisant le maximum dans max,e; M (u);;. Soit (i1,...,4;) tels que
(M iy + -+ M;;,)/l = 74 et soit w = w4, -~ u;, . On obtient un mot
infini maximisant & partir du motif w. Posons www --- = wiwg - -+, w; € I.

On a lim, ay (0o Q wiws - - - wy)/n = 4.

On peut également proposer une version du résultat dans le cadre
(légerement plus large) des automates max-plus. La vitesse de croissance
maximale d’un automate max-plus (o, u, 3) est définie comme suit :

1
vy = limsup — max au(u)s . (53)
n M ouesn

Un automate (o, u, 3) d’ensemble d’états @) et d’alphabet ¥ est émondé
si tout état appartient & un chemin réussi, c’est-a-dire :

Vi € Qa EIU,’U € E*a alu’(u)l 7é —0Q, :U’(v)/Bl 7é —0Q.

Théoréme 3.21. Soit (o, p, 8) un automate maz-plus émondé sur ’alphabet
Y. Alors vy est le poids moyen mazimal d’un circuit de la matrice M =

max,ey pi(a).

I1 faut prendre quelques précautions dans la manipulation des mots max-
imisants. Soit w un motif maximisant défini comme précédemment. Si wu,
resp. v, est I’étiquette d’un chemin menant d’un état initial & ’état 7, resp.
de I'état 4; & un état final, alors lim,, ap(vw™v)B/|uw™v| = 4.
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Retour aux réseaux de Petri 1-bornés

Soit un RAP 1-borné et vivant (T,P,F, M) de langage L, temporisé par
7:TUP — Ry. Rappelons les résultats de la section 2.4. Soit (0, M, 0)
Pautomate max-plus du modele de Tetris associé au RdAP. Soit (a, u, )
un automate max-plus reconnaissant le langage L, cf. §2.2. La durée
d’exécution h : T* — Rpax (h(w) = —oo si w ¢ L) est reconnue par
I’automate tensoriel max-plus, cf. déf. 2.13,

A=(a® o,u'M, " 0).

On peut appliquer le théoreme 3.21 & lautomate A (apres émondage
préalable si nécessaire). La vitesse de croissance maximale . s’interpréte
naturellement. Appelons débit total la somme des débits des transitions. Le
débit total dans le pire des cas du RdP est égal & 1/y,. L’intérét de ce
résultat est de fournir une borne inférieure pour le débit total, quelque soit
I’exécution infinie considérée.

Références bibliographiques.

L’utilisation du th. spectral pour ’analyse dans le pire des cas apparait
dans Gaubert [28]. On peut raffiner et jouer avec l'algebre en calculant le
pire des cas contraint par un langage algébrique L (on remplace 3" par
¥" N L dans (50)), voir [31]. L’application aux RdP présentée ci-dessus est
une extension de ce type dans le cas simple o1 L est rationnel.
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