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Résumé

On s’'intéresse aux jeux a deux joueurs sur
les graphes de transitions des automates a
pile, avec différentes conditions de gain : ac-
cessibilité, Buchi (récurrence), et une nou-
velle condition 3> 3. Aprés avoir défini ces jeux
et rappelé le lien étroit avec la vérification
(model-checking et syntheése de contrdleur),
on évoquera les problemes algorithmiques par-
ticuliers qu'ils soulévent. A la suite des tra-
vaux de Bouajjani, Esparza et Maler sur |'ac-
cessibilité, on utilisera une méthode symbo-
lique basée sur la construction d’'un automate
fini qui reconnailt la région gagnante, et on
déduira de celui-ci une stratégie gagnante.
On peut ensuite étendre ces techniques aux
conditions de Buchi et 2_3.



Plan

1. jeux : définition, problemes algorithmiques,
vérification

. graphes infinis : jeux a pile

. accessibilité : méthode symbolique

Buchi : accélération
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condition 2.3 : borne
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Jeu infini sur un graphe (fini)

Arene : graphe orienté (V,E), ECV x V,
V=VuV;

Depuis un sommet v :

si v eV, i.e. O, Joueur 0 choisit v/, vEV
si v € Vq, i.e. L, Joueur 1 choisit v/, vEv
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partie m = momy --- € V¥, Vi B4
partie gagnée pour le Joueur 0O & w € L C V¥




Différentes conditions de gain

Accessibilité : étant donné R C V,
L={x| 3, m € R}

Récurrence (Buchi) : L = {x | 3%, m; € R}

Parité : étant donné c:V — {0,---,n}
L ={xn | max(Inf(c(xw))) est pair }
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Problemes algorithmiques

Depuis quelles positions le Joueur 0 peut-il
gagner ‘“a coup sur” ?

Comment?

Stratégie pour le Joueur O

fonction (partielle) fo: V*Vog — V
T *Tn +F—> Tp41

stratégie gagnante depuis une position : toutes
les parties jouées conformément a la stratégie
sont gagnantes pour le Joueur O.
Cas particulier stratégie de position

fo . VO — V

Jeu déterminé.
Algorithmes connus pour les graphes finis.



Applications

Systemes réactifs :
Controleur = Joueur O
Environnement = Joueur 1

Vérification, synthése de contrdleurs

Systeme fini S

formule ¢ du u-calcul } — JEU (pol.)

SE ¢ { Joueur 0 a une

stratégie gagnante

[EJ 91], [EJS 93]

déterminer le gagnant d’un jeu de parité est
NPNco-NP [Jur 00].



Jeu a pile

Automate a pile (PDS) & = (P,I',A)

P = Py P; ensemble fini, “partagé”, d'états
de contrdle,

[ alphabet de pile, fini,

A CPxIxPxI*ensemble fini de regles de
transition.

Graphe de transitions (V, E)

PIr'* =V ensemble de sommets (configura-
tions)

E = {(pyv,quv) | (p,7,q,v) €A, veTl*}
Joueur O : Vo = Pyl'*, Joueur 1 : V7 = PyI'*

condition de gain :

accessibilité, Biichi, Parité (définies par I'état
de contrdle), > 3.



Jeu d’'accessibilité

atteindre un ensemble R de “bonnes”’ confi-
gurations

Attracteur :
Région gagnante = Attr(R) = Ujen Attr
AttrO = R,
Attr'tl = Agtr?
U{’UEVO | 3 u, v— u, uEAtt'ri}

U{’UEV]_ | V u, v<—>u:>u€Att'ri}.
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Approche symbolique : ensemble R rationnel
reconnu par un automate fini &. (alphabet
Pwl)

Algorithme : ajouter successivement a &/ des
transitions pour construire /44, automate al-
ternant qui reconnatt Attr(R), rationnel.
[BH 1970] [BEM 97] [EHRS 00] [icalp 02]
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ensemble rationnel de configurations

alphabet PwW Il , automate fini. ..
en particulier ;: #-automate
g =(Q,I, — ,P,F), tel que

@ ensemble fini d'états,

— C @ x[I x @ ensemble de transitions,
P C (@ ensemble des états initiaux : les états
de contrdle de &7,

F C @ ensemble des états finaux.

Pas de transitions vers P.
R={pw € PI'* | p X f € F} € Rat(Pr¥)

e e R
«\—/\/\\ \



Automate alternant

o/ est vu comme un automate alternant (EA)
transitions-gT :

T—>’y {7"]_,'°',7°n}1 avec T,Tl,'..,rnEQl
i.e. conjonction : r Xy r{ A---Arp @

—x C Q x ™ x29,

Vr € Q, r S5« {r},

r Xyl = r X, {r'}
Y

’I"—}{’I"]_,---,’I"n} yw Q.

g/ accepte le mot pw ssi il existe un chemin
p Y« S avec SC F.

Icir Xy (r1Ar2)V(r3Ars) représenté par deux
transitions » Xy {rq{,ro} et r X5 {r3,ra}.
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Algorithme

procédure de saturation

Répéter
- (Joueur 0) si p € Py, py — quw et
g Y« S dans I'automate actuel,
alors ajouter la nouvelle transition p Xy S.

- (Joueur 1) si p € Py,

]:07 (_> ?1w1 sont toutes les transitions

) depuis py et

| PV — QGnWn

( q1 21, S1

Qi 5 dans I'automate actuel,

. dn %* Sn

alors ajouter la nouvelle transition p Xy UU; S;.
Jusqgu’a aucune nouvelle transition ne peut

Etre ajoutée.

o A ppe, L(Dpn) = Attr(R)

au plus |I[.|P|.2/9l transitions, temps |A| 20(Q%)
o 29
[BH 1970] (22 )
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Exemple de saturation

R={paaa}, P=PFPy={p}, A =0, I ={a}
A ={ (p,a,p,e), (p,a,p,aa) }
YR

R N

configuration paa acceptée par deux chemins
différents, avec les colts 3 et 1 :
Cout minimal = colt de paa = 1

La stratégie choisit la "“configuration suivan-
te” qui a le plus petit cout.

12



Stratégie (pour le Joueur 0)

A une configuration pyu € L(4/44) associer
le coup suivant. Basé€e sur &y, (R)-

idée : transition p -1y S de D Ay (R) ASSOCI€E
a un unique py — quw.

~ jouer vers qwu € Attr(R), MAIS, cela ne
définit pas une stratégie gagnante : exemple

2 solutions

- définir des codlts, calculer la “distance” a R
~ Stratégie positionnelle, optimale, mais le
calcul du “coup suivant” est linéaire

- enregistrer dans la pile d'un transducteur a
pile la description des chemins acceptants
~» Stratégie a pile, “coup suivant” en temps
constant.
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Stratégie de position avec des couts

But : depuis pv € Attrg(R),
déterminer le min{: | pv € Attr%} = rang(pv).

cout d'une transition

cout d'un chemin : somme maximale le long
d'une branche

rang(pv) est le colt minimal d'un chemin ac-
ceptant.

Jouer vers Attré‘l.
Stratégie optimale.
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Stratégie a pile

Automate a pile avec entrée/sortie, qui “lit"
les coup du Joueur 1 et produit les coup du
Joueur 0.

S = (P,A M), A=T x3, > un ensemble fini

M C (PLxAxA) x(PxA®)
U(Py x A) x (P x A* x Ap)

configuration du jeu : pw =pyo:--Tn
et de la stratégie : p(vo,00) - -+ (Y, on)

exécution en temps constant

ICi og - - - on code le chemin acceptant de @4y, (R)-
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Jeux de Buchi

But du Joueur 0O : visiter R oo-souvent.

Définition ensembliste de la région gagnante :
avec Attré"(X) . atteindre X en au moins un
coup.

Buchi®(R) =V = PI'*, |
Buchi't1(R) = Attrt(Buchi*(R) N R)

Buchi(R) = N;en Buchi*(R).

Premiére idée : Construire un automate %*
qui reconnait Buchip(R), ¢ =0,1,2,3,---

Mais, pas de terminaison : suite strictement
décroissante de langages.

Exm . Graphe <. > DAGA — paa — pa —> P
Buchi'(pa*) = pa‘a*

Ici le nombre d'état augmente. On a besoin
d'une “projection” pour éliminer les états in-
utiles. ~» ACCElération

Deux méme types de stratégies.
16



Assurer la convergence

On obtient #,4 1 de %; en ajoutant une nou-
velle “génération” d’'états et de transitions.

Version sans terminaison : #3=
a a a a

CRRCRN NG

Algorithme (qui termine) :

Les “projections’ éliminent les transitions dis-

continues. On obtient 93’3=
a

a a
Propriété :
NL(#) = (L)
i i

Il existe ig t.q. L(%go) = L(%.) pour i > ig
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Nouvelle condition (X3)

Joueur 0 gagne la partie (g;, 1i)i>0 <
(g, p) €QXT*V; >0 >3 (g,1) = (g, 1)

Ou, de facon équivalente
In>0V5>03>7 |ul=n

cf Explosion de pile
Formule 23 = ensemble 2_3.

Thm : Etant donné un jeu 2a pile avec cette
condition >3, la région gagnante du Joueur O
est rationnelle et peut &tre calculée. [csl 02]
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Borne

Région gagnante Wy = Uz Buchig(PTSM)
(degré borné)

Solution : “borne” sur M
N =1+ |M|@max{|v| -1 | (p,a,q,v) € A}

Prop : VM > N,
Buchig(PIrsM) ¢ * = Buchig(PIsN) o I*

Conséquence :
Wo = Attro(Buchig(PTSV) o *).

Stratégie correspondante, définie pour toute
la région gagnante.
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Résultats antérieurs

jeux de parité avec un sommet initial fixé

[Wal 96] : existence de stratégie a pile
[infinity 02]

[KV 00] : model checking du p-calcul pour
les graphes d'automates a piles et les graphes
préfixe-reconnaissables [alig 02]

[IMS 85] Logique monadique du second ordre :
définition de la région gagnante. Mais ne peux
pas définir la stratégie ?

Résultats nouveaux

description uniforme de |I'ensemble gagnant
et de |la stratégie

Jeux d'accessibilité, de Buchi et 23
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Extensions

Graphes préfixe-reconnaissables :

Alphabet I, langages rationnels U,;, V;, W;,

sommets V =I* ECI*xTIl* E=
{uw—vw | v e U;,v € V;,w e W;;,1 <i< N}

Accessibilité, Buchi

Automates a pile de pile, jeux de parité : jeu-
réduction [icalp 03]

Autres classes de graphes... indécidabilité.
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